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1 Histoérico

Introducao

— Calculo tensorial desenvolvido por Gregorio Ricci-Curbastrofoi (1890) e
Tullio Levi-Civita (1900)

— Ganhou ampla aceitacao com a introducao da teoria da relatividade geral

(1915)

Um tensor € um objeto que amplia o conceito de escalar, vetor e matriz. Em
fisica tratamos de campos tensoriais (analogo ao campo vetorial): associacao
de um tensor em cada ponto de um espago geométrico, variando
continuamente com a posicao.

Alguns exemplos de tensores:

d Exemplo

Tensor métrico: http://en.wikipedia.org/wiki/Metric_tensor
Tensor de difusdo: http://en.wikipedia.org/wiki/Diffusion_tensor_imaging

Tensor de tensao (stress):
http://en.wikipedia.org/wiki/Stress %28physics%29y

Tensor de deformacao (strain): http://en.wikipedia.org/wiki/Strain_tensor
Tensor de elasticidade: http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_elasticit

— Tensao (stress): medida da forga exercida por unidade de area
— Tensor de tensao: operador linear que atuando em um vetor resulta em

outro vetor
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Objetos Geometricos
J Rotacoes

Sejam os pontos: X
L1.L2,03)

T =

-4 — b

Y = (yl.:l HE:‘HE)

Em coordenadas cartesianas, define-se a distancia como:
3

Pz, y) =Y (@ =u)

=1

— Convencao de Somatorias:
indices latinos repetidos: soma de 1 a 3.

— Classificacao de objetos em Geometria:

Propriedades de transformacoes sob mudancas de coordenadas, em
particular sob rotacoes.
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— Rotacao

Tensores

Sejam dois referenciais S e S’ relacionados por uma rotacao (sem perda de
generalidade, em torno do eixo z).

A

Lz

I
1:’1 T10080 + To5end 2
f

T, = —x18end + xscosl

7 >

Usando a convencao de soma sobre indices repetidos:

cos senfl 0
r, = Rz, Ry =1 —sentl cost O
0 0 1

As coordenadas sdo definidas globalmente. Escrever ¥ implica alguma
escolha de origem. E mais facil lidar com objetos definidos com respeito a
uma origem especifica.



— Exemplo:
Seja a diferencial dx; ; no sistema S’, tem-se que:

dx]
d:._."g N Rij

A transformacdo de diferenciais é simplesmente a regra da cadeia:

,_ ( dz;
dz, = (dmj— dz;

Rotacoes preservam comprimento: nao mudam a distancia entre dois
pontos. Matematicamente:

ds)? = dx;dx;
(
(ds')? = dz}dz]

dil'}; = jodlﬂj =

= d$;d$; — jongdmjdmk = ded.’L‘j
— jong_- = {5_;.‘,!:

ou seja, a matriz de rotagao € ortogonal:

Tensores



 Escalares/Campos Escalares

Tensores

Um campo escalar € uma funcao de coordenadas cujo valor em um dado
ponto € independente do sistema de coordenadas. No entanto, pontos em
uma coordenada sao identificados diferentemente de pontos em outra,
assim, a regra funcional pode ser diferente.

Se ¢(z) é um escalar, entdo @'(x') = @d(x) . A"’ " em ¢(x)no novo
sistema de coordenadas exprime que a funcao de x’ é diferente do que era
a funcao de x.

Exemplo:

Temperatura é um escalar. Considere a temperatura de uma sala variando
com a altura (Z,): T'(x) = ac., - Em um novo sistema de coordenadas, a
temperatura € a mesma, o que implica:

T'(x') = ax,'senb + ax,'cos = axz,

Assim, T' € uma funcgao diferente de x’ do que T é de x.

Nota:

Considera-se, aqui, sempre tranformagdes passivas: o sistema fisico
continua o mesmo, so escolhe-se novas coordenadas.
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d Vetores/Campos Vetoriais

Tensores

Um campo vetorial é definido como um conjunto de trés fungoes de
coordenadas wv,(x);¢ = 1,2,3 , as quais transformam sob rotagdes da
mesma maneira que as coordenadas diferenciais d, :

de.'
v;'(x') = — "’j(w) = Rijvj(w)
dx;

O conceito elementar de vetor como uma diregao e um tamanho esta
incluso nessa definicao. E importante notar que v,' e v, representam o
mesmo vetor, mas em eixos coordenados distintos. Diferentemente dos
escalares, os componentes de um vetor de fato mudam sob rotacao, pois
sao definidos ao longo de outros eixos.

Exemplo:

Considere o campo vetorial v;(x) = (1,0,0) , ou seja, cada ponto esta
relacionado com um vetor unitario na diregao é‘l Aplicando uma rotacao:
" "
v,' = v, cosb,v,' = —v,;send
Sob rotacao dos eixos coordenados as componentes do vetor se

tranformam em outras, mas o vetor continua o mesmo. Sao vetores a
velocidade, os campos elétrico e magnético.
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d Tensores/Campos Tensoriais

Tensores

Tensores sao uma generalizacao natural e simples de vetores. Considere o
produto externo de dois vetores, que € o conjunto de 9 numeros u,v; que
podem ser, por conveniéncia, representados como uma matriz 3x3:

( )
u,v v, UU

T. =uv. = UV UyVy  UyVg

| UsUp UV, Uzl

E facil escrever as tranfosmacoes para T.. sabendo as leis para vetores:

T] Rsz lTkl
Qualquer objeto que transforma, sob rotacdes, como a equacao acima, é
chamado de tensor de ordem 2. Um tensor de ordem 1 é um vetor,
enquanto que um escalar € um tensor de ordem 0. A transformacao para
um tensor de ordem n é:

T.. . =R _.R ...R .T.

T 9Ty 9eeesl,, W) 7'2.72 t. ), .719.729'"7.7n

Nem todo tensor € um produto de dois vetores. Segue um exemplo muito
simples e ilustrativo.
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— Exemplo:

Tensores

A equacao para um elipsoide centrado na origem é:
T, T jAZ.j =

Se o sistema de coordenadas é rotacionado o elipsdide vai ser descrito de
uma forma similar no novo sistema de coordenadas:

| ) "
T, 'x; Az.j =1

Para provar que Az’j €& um tensor, faz-se a transformacao explicitamente:

! —
wkml(Rsz lA ') =

Comparando com a equacao original,
A, = Rsz A

Que estd ao contrario. Para consertar, multlpllca se porR R ; € soma-
seemkel:
_ '
R, A, = (BuR,,)(B;R )A,'=06,0,A. =A_

Que ¢é a lei de transformacgao de um tensor de ordem 2; Assim, Ag é um
tensor.
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— Exemplos de Tensores
e Momento de Inércia:

I, = fd3pr(w)(5ijw2 — z,x;)
e Momento de Quadrupolo:

Q,; = fd?’wa(w)(Swia:j — 5ijw2)

Pode-se verificar que todos satisfazem as equacdes de transformacao, de
maneira analoga ao que foi feito com o exemplo do elipsdide.

— Delta de Kronecker Li=j

No sistema de coordenadas S define-se: ¢.. — . .
K 0;2 = 3

Agora supondo que 5z.. € um tensor, e calculando suas componentes em
qualquer outro sistema de coordenadas S’

5733‘ — Rik:leékl — RikRjk:

Mas R R = 0;; = 0., = 9d;; . Entdo este € um tensor cujas componentes

sao iguais em todos os sistemas de coordenadas. (1 0 0\
Assim, o delta de Kronecker € um tensor e
suas componentes, em todos os sistemas O.=10 1 0

de coordenadas, sdo: 4 ”

0 0 1
\ J
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— Tensor Totalmente Antisimétrico €.

Tensores

vk
O simbolo €. ik é definido por:
€23 = 1
€k — ik — TGk — T ki

zjke impar sob a permutacao de qualquer indice, de onde segue-se que é
nulo se dois indices quaisquer sao iguais. Definindo um tensor que em um
referencial tem os valores de €. k , € calculando suas componentes em
outro referencial:

=R,_R_R, ¢

ez'jk mm” 7 nT “kp mnp

Usando a regra para o determinante de uma matriz 3x3:
epdetM = M, M. M, e = ¢, =detRe;
Usando a propriedade det(R) = det(R*) pode-se concluir que:

det(RR') = (det R)’ =1 =|det R = &1

Essas transformacdes com det R = 1 sao chamadas de rotacbes proprias,
enquanto que aquelas com det R = —1 sdo improprias e envolvem
reflexdes ( x' = —x ).

A composicao de uma reflexao seguida por uma rotacao (ou vice

versa) temdet R = det RreﬂR =(—1)(1)=—-1¢€ &, portanto,
imprépria.




Tensores

Supondo agora que deseja-se ter eijk com a definicao dada

anteriormente em todos o0s sistemas de coordenadas:

Claramente as leis de transformacodes citadas nao o permitem: em
diferentes referenciais, eijk '= det Rez'jk introduz mudancas de sinais

na definicao de € em diferentes referenciais.

Se ez'jk tem o mesmo valor em todos os referenciais, mesmo se refletido

ou rotacionado, tém-se:

65' = (det R)R, R, R

mm” U In kpemnp

Essa é a lei de transformacao correta nesse caso.

Um objeto que transforma como um tensor exceto por uma mudanca de
sinal extra sob reflexao (detR=-1) é um pseudotensor.

€. 73 € um pseudotensor de ordem 3.

L)
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1 Algumas Consequéncias da Geometria de Tensores
— O produto vetorial de dois vetores € um vetor

Seja, em um sistema S: W, = (u X v) = €. ku Uy, -

Em S’
"
w, ekujka mas TR
eijk — mnpRszganp(detR) € jv _qu !
U = 14,V

=w,'=¢ R, (R, R.)R, R,;) v, (det R)

R. 6 0 uv(detR)

mnp mm o nqg pr q°r

= R, (€,,,,4,7,)(det R)
= (det R)R, _w

m m
Como w, ' transforma com um fator extra de detR, é um pseudovetor, e

tem proprledades opostas sob reflexao do que um vetor.

- Exemplo: L =7 X p
Sob reflexdao, ¥ — —r;p — —p mas L — +1L . 7

Tensores



Tensores

— As componentes de um tensor antisimétrico de ordem 2 formam um

pseudovetor. (i.e., um produto vetorial)

0 & —t,
Seja Tij = —T,jz. que tem a forma Tij =|—t, 0 t,
\ t, —t 0

)
Note que existem apenas 3 entradas independentes nao nulas.
Reescrevendo como:

T;lj T ’I,]k‘,t
As transformacdes conhecidas para Ezjke T fazem tk um pseudovetor:
Usando €€ = 20,
1
b, = 9 kz‘jT;;j ; Rotacionando:
t'=ic 'T.'=%c R R R R._R. T (detR)
[ 9 kyy —uy 2 mnp km™"in""p Jr—sr
1 1

=5 R0 0 T (detR)= (detR)R,

mnp m - ns pr- Sr

=t '=(detR)R,_t

m (5 Eminnp )
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— Qualquer tensor de ordem 2 pode ser descrito como uma
combinacao de um elipsdéide com um pseudovetor

Qualquer tensor pode ser escrito como uma soma de um tensor simétrico e
um antisimétrico:

1 1
T =—(T.+T.)+—(T.. —T.. ..S = ..S
i = 5Ty Sﬁ) 2A( v~ T T =T,
p— .. .. A b— A

Ja mostrou-se que TijA € equivalente a um pseudovetor. Agora,
considerando o elipsdide:
X, T jTij =1
Somente Tz.jS contribui para o elipsoide, pois
T.T .T..A — —a;.aj.T..A — — .;c.T..A — 0
tJ] Y Lt Jn J vt Jt

Assim a parte simétrica de Tij define um elipsdide.

O estudo de um tensor de ordem 2 é somente tao complicado quanto o
estudo da geometria de um elipsoide. A parte de pseudovetor pode ser
tratada usando a notacao vetorial, sem o formalismo tensorial.

Tensores
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 Gradiente: Dois Tipos de Vetores

Considere o gradiente de um campo escalar ¢(x):

ox,
2
Usando a regra da cadeia para a transformacao de coordenadas zL‘i' = Rija:j :
' ' Ox.
0¢ 9¢ I mas ¢'(x') = ¢(x) para um escalar;
Oxz,' Oz Oz’
7ot ox.
= 8,'¢'=—L9.¢
J
Oz,
Usando @ Rz-ja:j e RTR =1 :
T, 1 ' 8wj Py

Assim, o gradiente de um escalar € um vetor. Note porém que para vetores, a
transformacaoé diferente:

" 8wi' Vo awj

!
Para rotagbes (z,' = R_x.), Oz;' _ oz; v, e 99 transformam

1
identicamente. 97 Bazj sz' ' ami 20
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Tensores

Suponha agora outros tipos de mudancas de coordenadas, que nao
preserve tamanhos (como as rotacoes e as reflexoes):

i =z (2, 2y, ) = fi(z), Ty, )

Ou seja, cada nova coordenada € uma funcao arbitraria das antigas. As
coordenadas diferenciais ainda se transformam como:

£

Oz,
de,' =
aazj
E o gradiente obedece:
8¢ _ ox; 9¢
! !
oz, oz, 8mj
ox.' oz, . , .
Em geral, t o» J  (a igualdade se da em rotacoes).
T, ox,'

Ha dois tipos de vetores:

o vetores contravariantes, que se transformam como as coordenadas
diferenciais;

o vetores covariantes, que se transformam como o gradiente.
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Geometria Métrica em 3 Dimensoes

J A métrica

Tensores

A métrica é o tensor de ordem 2 que converte coordenadas diferenciais no
elemento de tamanho rotacionalmente invariante:

2 _
ds® = gijda:z.da:j

Para coordenadas cartesianas num espaco Euclidiano, gij — 5@' . Em
outros referenciais, pode mudar. Por exemplo, em coordenadas esféricas:

de, = dr; dzr,=d0; dr,=d¢

= ds® = dr’ + r* d#? + r’sen’0 d¢’

2 2. 02
= gy =1; gy =773 gggzrsené’

Concentraremos a atengao em coordenadas cartesianas. Como g i
]a demonstramos que é um tensor e € o mesmo em todos os referenC|a|s
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d Contracao

Se qualquer tensor é multiplicado pelo tensor métrico e os indices sao
somados, entdo o objeto resultante transforma como se os indices somados
nao existissem. O processo de multiplicar pelo tensor métrico para diminuir
a ordem do tensor € chamado de contracéao.

— Exemplo:
Considere Tz'j , um tensor de ordem 3:

A= 9pLi =

Que é um tensor de ordem 1, um vetor.

T...
%]

Prova:
Ai' = 95 Ty,
9 = O’ = O
= A =0, R R R T = R m(B B )T
= Rzméinmnp = Rim(ginmnp)

23
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 Invariantes

Tensores

Uma aplicacao muito util da contracao € a construcao de escalares a partir
de tensores de ordem mais alta. Esses invariantes sao Uteis porque
transformam de uma maneira muito simples sob rotacdes de coordenadas.

O produto escalar ((v:w) = v;w;g,; ) e trago (¢rT =T, = g, T, ) de um
tensor de ordem dois sao invariantes simples.

Outros exemplos:

e Produto totalmente contraido de dois tensores Sisz-j, que pode ser

pensado como o traco do tensor de ordem 2 SikajT

e Triplo produto escalar de trés vetores, eijkuivjwk , que nao é
exatamente um invariante pois troca de sinal sob reflexoes:

! ! ! "
€ Wi 'V wy, ' = (det R)e w0 w,

24



Tensores

Covariancia e Simetria

Suponha que as leis da fisica ndo dependem da orientacdo de um sistema
de coordenadas. Isso significa que a forma das leis devem ser as mesmas

em todos os referenciais relacionados entre si por rotagcao. Assim, nenhum

experimento poderia detectar um sistema de referéncia preferencial.

Isso acontecera se e somente se todas as equacoes da fisica lidarem com
objetos do mesmo tipo geomeétrico. Vetores equacionados com vetores,
tensores com tensores, e etc.

Exemplo:
Segunda Lei de Newton: EL — magz
" "

' 77 m é um escalar;

m

Equacodes cujos lados direito e esquerdo se transformam da mesma
maneira sao chamados de covariantes (sem relacao com vetores
covariantes e contravariantes). Assim a invariancia ou simetria de uma
teoria sob rotacoes implica na covariancia das leis da fisica sob essas
transformacoes.
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— Exemplo:

Tensores

—

O campo magnético B é um pseudovetor. Assim, a forca

F, = eb,
Viola a simetria de reflexao (carga € um escalar), porque sob reflexoes,
| — . XA
F.'=—F mas B,' = —(det R)B, = +B, ; entéo:
" '

ou seja, uma forca diferente no sistema de coordenadas refletido. Por
outro lado, a forga correta esta OK:

Fi:e('z_ixl_é)

Pois o produto vetorial de um vetor e um pseudovetor € novamente um
vetor.

Nota:

A famosa descoberta da violacao de paridade, ou simetria de reflexao, em
forcas fracas em 1957 envolve uma equagao como essa. As equacoes de
movimento de interagdes fracas mudam sob reflexao.
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Espaco de Minkowski e Transformacoes de Lorentz

Tensores

4 dimensdes - 3 coordenadas espaciais # = (z',z*,z>) e uma coordenada

temporal 2’ = ¢t . Os quatro nimeros zH;pu = 0,1,2,3 formam o
quadrivetor x:

ot = (2, z', %, x°)

e Indices gregos sub ou sobrescritos denotam indices que v&o de 0 a 3.

O espaco de todos os pontos xH é chamado de espaco de Minkowski e
(em auséncia da gravidade) € um bom candidato para o Universo.

Define-se a distancia nesse espaco utilizando-se a métrica: a distancia

entre dois pontos gt e yHeé: 3

s'(z,y) = (2" — )" = D (=" —¢')’
Ou, em termos de diferenciais pH yH —;:cllw ;

ds® = (dz°)* — (dx‘dz")
Reescrevendo em termos de uma métrica:
2 __ L v
ds* = dx"dx"g,,,

Onde a convencao de somatoria € que todo indice grego repetido soma de
0 a 3.
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O tensor métrico gNV pode ser escrito, portanto, como:

(1 0 0 0
0 —1 0 0
Jw Tlo 0 —1 0

O 0 0 -1
\ )

)

E convengdo usar g como a metrica. No ultimo caso,

ur O4 —9,,
2 __ ) ) 0)2
ds® = dx'dz’ — (dx")
Para a escolha que fizemos, intervalos do tipo tempo tem ds* > 0 e intervalos

do tipo espaco tem ds? < 0 . Esta é a chamada métrica de West Coast, e é
utilizada por J.D. Jackson.

A outra escolha inverte os sinais de eventos do tipo espaco e tempo e é
conhecida como a métrica de East Coast.

As Transformacoes de Lorentz (T.L.) tem o mesmo papel com respeito ao tensor
métrico g,w que as rotacdes em espacos Euclidianos tridimensionais.

As T.L. foram definidas para deixar ds? inalterado em referenciais associados
por T.L. 29
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Escrevendo
x' = A" x¥
Onde A“V € a matriz usual das Transformacdes de Lorentz:
coshg —sinhgp 0 0
Ab = —sinh¢® coshgdp 0 0
v 0 0 1 0
0 0 0 1

Aqui usamos a notacdo de rapidez (cosh ¢ = v;sing = Bv)ea T.L.
particular que escrevemos corresponde de uma mudanca de um referencial K
para outro K’ se movendo com velocidade +,Bc na direcao xt.

A invariancia de ds® coloca uma restricdo fundamental em A*
| 74
(ds')* = (ds)*
gu)\da: W dx' = g, .dr’dz’
g, )\A“VA)‘ ;dr’dxz’ = g _dx’dz’

O que requer

AMVA')\O'g[LA = 9o

Isso € o analogo de Rinz.k = 5.k , € diz que as T.L. sao ortogonais com
respeito a metrica g como as ro%agc”)es sao ortogonais com respeito a

meétrica ¢ .

Tensores
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Note que as rotagdes sao um subconjunto das Transformacoes de Lorentz. Uma
rotacao mistura as coordenadas espaciais mas deixa a coordenada temporal

sozinha:
dz" = dz°
dz" = R jda:j

Como R deixa a distancia Euclidiana inalterada, a express&o preserva ds?.

T.L. que transformam para um referencial em movimento sem rotacao sao
chamadas de boost.

No quadriespaco uma rotacao em torno do eixo &

3 &

1 0 0 0
0

0

escrita como:

AR (ROT 0 cosf@ sinf
”( ) = 0 —sinf cosO

0 0 0 1

A T.L. mais geral possivel sempre pode ser escrita como uma rotacdo seguida
de um boost seguido de uma nova rotacao.

As reflexdes também estdo inclusas entre as T.L., e sao diferenciadas das
outras por teremdet A = —1. Em 4 dimensodes, introduz-se também reflexao no
tempo. Uma reversao temporal pura tem det A = —1 € uma reflexao nas 4
coordenadas tem det A =1 . Uma T.L. propria é aquela que nao tem reflexdes
no espaco e/ou tempo, ja que para uma T.L. prépria (exceto no caso x, =—,)

det A = 1. As T.L. improprias incluem reflexdoes e reversoes temporais e tem
det A = —1, com excecao do caso ja citado, que tem o determinante positivo.
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Tensores

Quadrivetores e Tensores

Quadrivetor: qualquer conjunto de 4 nimeros v que, sob Transformac&es
de Lorentz, se transforma como a coordenada diferencial da* :

dx'" = AF dz”
v't = A VY

Exemplos:
Quadrimomento: p = (£ /¢, P)

—

Quadricorrente: J = (cp,J)
Potenciais Eletromagnéticos: A = (¢ / ¢, A)

Um quadrivetor € definido em analogia a tensores no espaco tridimensional.
Seja THY um quadritensor, entao, no referencial transformado:

TR — AMO-AI/TTO'T

As componentes de um quadritensor ou quadrivetor se misturam umas com as
outras exatamente como vetores e tensores ordinarios o fazem sob rotacoes.
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Indices Covariantes e Contravariantes

Como no caso de 3 dimensdes, podemos formar tensores de ordens mais
baixas contraindo com o tensor métrico.

— Exemplo:
Considere os quadritensores de ordem 2:S#¥ e T
Entdo VH9 = S“”gVAT)“’ € um tensor de ordem 2 novamente.

Prova:
VY Mo — Svm/g }\T')‘J
_ vV Qo A o T
= A* A3SPg AN AT TV
— A“aA"T(_/}” ﬂAggV})SaﬂTW

.
g By

— A[,LaAO'TV(IT

Tensores
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Notacdo de contracdao com a métrica 9 Introduzindo os indices subescritos de
acordo com as regras:

| 4
v, = v
p = Y

Taﬂ — g(wTvﬁ
...... 1 "
Tal 5 o, _ gﬁija Ojenn X

O uUnico efeito computacional de “abaixar um indice” é introduzir um pacote de
sinais menos. Se

v* = (v°,v', v, v%)
Entao
v, = (v),—v
— Exemplo:

O produto de dois quadrivetores nao muda sob T.L.:

g, whv” = w,v” = w'’ —w- v

Definindo g*° = 9o = 9059 =9, com 07 matriz unitaria 4x4.

A A V _ SN UV A
:>g“vu—g“gw/'v =0" v’ =
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Pode-se, agora, abaixar e levantar indices a vontade.

— Exemplo:

Se T.P esté na forma:

T B —

Entao:

TH = g“agyﬁTaﬁ

0 0 aqui j eI vao de 0 a 3: uma notacao compacta

TO Tj para essa matriz 4x4.
W )

( - )

I, Ty
T, =
B l—1" 17
. t )

Um vetor com indice acima é chamado de vetor contravariante. Com indice
abaixo, € chamado de covariante.

O mesmo se aplica para tensores: THY é contravariante e Tw/ € covariante.
Um tensor com alguns indices acima e outros abaixo € chamado de tensor

misto.

Tensores
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VA
Tensores vy — g ’UA

Ao discutir rotacdes, definimos vetores contravariantes como aqueles que
transformam como coordenadas diferenciais:

' 833'7:

’Ui = 8 ’UJ
€T .
J

E vetores covariantes como aqueles que se transformam como gradientes:

ox.

w.' = J w .

2 ! J
ox',

Estudando Relatividade Especial, definimos vetor contravariante como aqueles
que se transformam sob L.T. como as coordenadas diferenciais:

v't = A Y
Vetores covariantes foram definidos pela relacao:
1 %4
v, = ()
On = I
Agora mostraremos que as definicoes sao equivalentes.
Da definicao das T.L.,

A", = 0z =o't = Oz ™ v K
ozx” oz”
A correspondéncia seria completa se mostrédssemos que:
| oz”
v' = v

wo ox'* "
Para mostra-la, multiplicandoy porg,, e somando em#, e substituindo
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2
833 A

ga,u,v'“ — v'a — ga,u O g’/ Uy
JT
Comegando com A“VA)‘GQM = g,, €lembrando que A* = Oz
ox”
oxr'* dx "
g =9,
az’ 9z° ™ 7
Multiplicando por Oz 1 e usando a regra da cadeia para derivadas parciais:
awlT 2
7 7 v A v
ox _ ox'"" Ox _ s* para obter ox 0. =g ox
ox'™ ox® ox'" ’ 8z YT o'

Finalmente, multiplicando ambos os lados por g®? e somando em o :

oz~ %0 ox"
ox'” ox’

Que é justamente o que gostariamos de provar, se renomearmos os indices

gT)\

a— NT — 0,0 = V3N —
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Resumindo e Recapitulando...

— Vetores Contravariantes:
Transformam sob T.L. como coordenadas diferenciais:

v' = A v = oz ™ vY
oxr”
— Vetores Covariantes:
Transformam sob T.L. da maneira oposta:
' o U\ A aw)\
v, = gWA 977, = Au vy, = S v,

— Abaixando e Levantando indices:

\Vetores covariantes e contravariantes sao relacionados através do tensor
métrico:

v

7
’U)‘

1 74
gu}yv

g

7]
— Contracao:

Indices relacionados pelo tensord,,,, nao mais se transformam:

THg,,8* = T*S > = Whe

Tensores
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Gradiente em Relatividade Especial

0
O prototipo do vetor covariante € o gradiente de um escalar. Considere %

- 7 - - w -
onde zt = (:BO,+:13) € a coordenada do vetor contravariante. Considere dois
referenciais S e S’ relacionados por T.L. e use a regra da cadeia:

op | Oz | O¢
oz" oz'" ) ox" \
or
| o U _ A _ .
Comparando com v' =g, A% g"v, = A “v, = S v, conclui-se que

a_¢ € covariante e o escrevemos como:

ozt
O Op = ]
0 ¢ = = » V
“¢ oxt oxt ¢

Podemos definir uma derivada contravariante diferenciando com respeito as
coordenadas covariantes:

oxH ’

B
1
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Invariantes em Relatividade Especial

Qualquer objeto totalmente contraido € um invariante (i.e., um escalar) sob
Transformacoes de Lorentz. Introduzimos contragcao usando o tensor métrico,
mas podemos usar levantamento e abaixamento de indices para tornar mais
simples:

e contrar dois indices = levantar um, diminuir o outro e somar.

- ExempIO'
a,B e S séo dois tensores, um tensor de ordem dois pode ser formado pela
contragao

T, 55" = T,35 59”7

Um escalar pode ser formado contraindo ainda a e § :

Pa _ — By,
T,s57" = escalar = Taﬁsﬁg g
Para provar que € um escalar, faca T.L. em ambos os lados:

T,5'S*"'= A ALA A ST SH
= (AJA %) (A 5AV5)T755“”
— 5 v v
=4,6°T ;8" =T, 8"
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1 Alguns Invariantes Importantes:
— O produto escalar de dois vetores:
viPw, = (vV'w, + v'w, + v’w, + v’w,)

7
= (v 'w" — v'w' — v*w? — viw?)

= (vV"w’ — ¥ - w)

— O traco do produto de dois tensores:

(F . G) = F“VG”V = FHVG)‘UQHAQVO_

— A quadridivergéncia:
O sinal menos que causa problemas: Considere um vetor contravariante
v* = (v°,7). Entdo 0 ,v* € um invariante.

Mas ot
(Y =
o v = sV + v
a ox"
Note a diferenca:
w, v wv —w-v
W= )

Esse sinal menos é essencial no entendimento das propriedades de
transformacdes de muitos objetos em eletromagnetismo. 41
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Propriedades das Transformacoes de Lorentz

-eHPA9 ¢ 0 analogo de €5 .
e"? = 1e troca de sinal sob qualquer permutacao de seus indices. Fica
+1 sob permutacoes ciclicas e é nulo se dois indices sao iguais.

eHYA% & um pseudotensor de ordem 4 e é numericamente 0 mesmo em
todos os sistemas de coordenadas. Explicitamente:

e = A FAGTA M (det A)e™5 gy = —€1P = —1

— O elemento de volume d*z .
d*r = dxdxldx?dx® ¢ invariante, mas um pseudoescalar:

d*z' = (det A)d*z

— O quadrirotacional.

O objetod,v, —90,v, = F,, onde U
antisimétrico de ordem 2.

M € um vetor covariante, € um tensor

— a B
FW' = A“ A Faﬁ

Tensores
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