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Capitulo 1

Cinematica Relativistica

1.1 Relatividade Restrita

1.1.1 Transformacao de Lorentz

Consideremos um sistema de referéncia inercial S’ onde um ponto do
espago-tempo é descrito pelas coordenadas (', z', v/, 2’) se movendo com ve-
locidade constante ﬁs = ‘73 /c em relagdo a um sistema S onde o mesmo ponto
do espago-tempo possui coordenadas (¢, z,y, z). Escolhendo z || 2’ || 3, e as-
sumindo que a origem de ambos os sistemas de coordenadas coincidiam em

t =t =0 a transformacao de Lorentz e sua inversa sao dadas por:

t="(t'+5:2), z=2a", y=vy, 2=+ Bt
=7t —0s2), ' =x, vV =y, =72 — Gst) (1.1)

onde tomamos ¢ = 1 e definimos o fator de Lorentz como:

v = (1= )72



As equagoes da Relatividade Restrita e, em particular, da Fisica de
Particulas ficam bastante simplificadas se considerarmos o conceito de qua-

drivetores. Para as coordenadas do espago-tempo, escrevemos
w0 1 2 3y 0 =
ot = (2% a2 2%) = (27, F) = (t, 2,9, 2) (1.2)

Qualquer quadrivetor A* se transforma sob Lorentz como x*, ou seja, sob

a transformagao Eq.(1.1), temos:
AO — 75(Al0 _|_BSA/3> ’ Al — All ’ AQ — AIQ ’ A3 — '75(14/3 +55A/0)

Introduzindo o tensor métrico:

1 0 0 0
0 -1 0 0
, =g = 1.3
9u g 00 -1 0 ( )
0 0 0 -1
temos:
A, = gAY

Onde A" sao chamadas de componentes contravariantes e A, covariantes,

Co1:

Ag=A", A=A, Ay=-A" A3=-A°,
em particular,
r, = (%o, 1, 2, 73) = (20, —T) = (t, —7, —y, —2)

Definimos também o tensor unitério 4%, tal que /A" = A, com ol = 4.
Além destes dois tensores (i.e. g"” e §%), o tensor totalmente antissimétrico
etef (0123 = 41) também possui as mesmas componentes em qualquer

sistema, de referéncia.!

INa realidade, e#¥*? é um pseudo-tensor uma vez que sob rotacoes ele se comporta

como um tensor mas a mudanca de sinal de uma ou trés coordenadas nao acarreta na



Podemos escrever o produto escalar entre dois quadrivetores como:

3
S A*B, = g, A" B

A-B =
n=0
= A°By+ A'B; + A’By + A°By = A’B° — A'B' — A’B® — A°BF
= A°B°-A.B (1.4)

Podemos também definir o quadrimomento de uma particula como:

P = (E,p) (1.5)
onde,

E = my

Fo= mB (1.6)

onde m é a massa da particula com velocidade :
B=p/E, ev=01-p)""=E/m
O quadrado do quadrimomento de uma particula satisfaz:
P =p'p.=E* = |p" = m’

Vamos escrever o momento de uma particula em coordenadas esfericas:

—

D= (Pas Dy, P2) = |P] (sinf cos ¢, sin @ sin ¢, cos 0)

mudanca de sinal de suas coordenadas. Sob reflexao do sistema de coordenadas, i.e. sob
a mudanca de sinal de todas as coordenadas: um escalar e um pseudo-vetor ou vetor axial
(e.g. A x B) ndo mudam de sinal, enquanto, um pseudo-escalar (e.g. A x B-C) e um

vetor mudam. Ele possui ainda as seguintes propriedades:

e prap = —2(810% — 610Y) . e Peppap = —604 e € Pe 0 = —24



e, como iremos tratar na maioria dos casos transformagoes ao longo do eixo

z, vamos definir o momento longitudinal e transversal como:

p| = p-=|p|cosb
pr = (p2+p))"*=|psind (1.7)

Desta forma, a energia e o momento (E’,p”) de uma particula vistos de

um sistema que se move com velocidade (§, na direcao z sao dados por:

HEEEO IR
P —VsBs Vs P

onde p; (pj) sdo as componentes de p’ perpendicular (paralela) a 3,. Esta
ultima expressao ¢ apenas uma maneira mais conveniente de se escrever a
Eq.(1.1).

Exercicio 1.1:

Mostre que o produto escalar de quaisquer dois quadrivetores

p1 - p2 = E1FEy — P - pa € invariante sob transformacdes de Lorentz, ou seja,
independente de sistema de referéncia.

A transformacao de angulos sob transformacoes de Lorentz pode ser facil-

mente extraida da Eq.(1.8). Para o caso do angulo azimutal ¢, temos:
/
tan ¢’ = p—f’ — Py _ tan ¢
Pz x

ou seja, o angulo azimutal ao redor de um eixo € invariante sob transformagoes
de Lorentz ao longo deste eixo.

Para o angulo polar, ou seja, o angulo que o momento da particula faz

com o eixo do “boost” visto do sistema S’ é:

PL_ L

tand = ; ;
py P



pL 1 p1/|P|
1 s1n9

i (cos@ — B/3)

ou, equivalentemente:
1 sin 0’

% (cos @ + Bs/5")

Para introduzirmos o conceito de rapidez vamos escrever a transformagao
Eq.(1.8) como:

£ cosh —sinh FE
= Y Y CM=p (1.10)
P —sinhy coshy |

onde definimos o parametro y chamado de rapidez através de:

tanf =

Bs =tanhy , ~,=coshy, ~,0s=sinhy (1.11)

ou, inversamente?:

y = cosh™'(7) =In(y +75,)

_ 1 1+ B
= tanh 1(8,) = =1 1.12
(3 = g n (17 (112
Supondo a particula parada em s’, temos § = 3, e, como:
E+p=my(1+p)
podemos escrever a rapidez de uma particula como:
y= 1ln <E+p||>
2 FE — pH
2Lembre que:
sinh™(z) = In(z+v/22 4+ 1), cosh™ n(z+vz e tanh™ (2) = %ln <1 J_r z>



Enquanto a velocidade varia no intervalo —1 < ¢ < 1, a rapidez varia —oo <
y < 00.
Quando executamos duas transformagoes de Lorentz paralelas consecuti-

vas de parametros (3; e (3, o resultado combinado é expresso pelos parametros:

3 B+ B2
’ 1+ 515,
v3 = mye(l+ 5i5) (1.13)

Exercicio 1.2:
Mostre as relagoes (1.13)

Desta forma, em termos da rapidez, temos:

tanh y; + tanh ys
1 + tanh y; tanh y,
tanh(y1 + yg) (114)

B3 = tanhys =

ou seja, a rapidez é aditiva sob transformagcoes de Lorentz paralelas i.e.

Y3 = Y1 + Y2

1.1.2 Sistemas de Referéncia

Consideremos a colisao de duas particulas de quadrimomento (F,,p,) e
(Ep, Pp). Na descrigao destas colisoes, dois sistemas de referéncia sao usual-
mente utilizados:

(i) Sistema de Centro de Massa (CM): E definido como o sistema onde

ﬁa = ﬁb
e, as quantidade referentes a este sistema serao denotadas a partir de agora
por um asterisco (x).
(ii) Sistema de Laboratério (LAB): E o sistema no qual so feitas as

medidas. No caso de experimento de alvo fixo este sistema coincide com o



sistema do alvo, onde uma das particulas (e.g. b) encontra-se em repouso

i.e. pp = 0. Nos experimentos de anéis de colisao, onde feixes de particulas

idénticas colidem em direcoes opostas, este sistema coincide com o CM.
Escolhendo o eixo z como a direcao de movimento, os momentos das

particulas a e b podem ser escritos, no sistema de CM como:

p:: = (E;? 0, O,p:;)

py = (£5,0,0,—p;) (1.15)
e, no sistema LAB (alvo fixo, b em repouso) como:

pflab — (E(llab’ 0, 07 plab)

a

e = (my,0,0,0) (1.16)
A transformacao de Lorentz entre os dois sistemas serd dada por:

Ef = 'ch(Efab_ cmplz‘ab)

)

pi = %m(péab_ﬁcmEfab) (1.17)

onde i = a, b e 3., é a velocidade do CM no LAB. Como p; + p; = 0 da
Eq.(1.17) temos:

Yol + D) = Bem (EL* + E*)] = 0

e portanto (., é dada por:

ﬁ — ‘ﬁa +ﬁb| (—» — ) — plaab
o Rlab 4 plab b Elab +m,

No caso de uma colisao de duas particulas de massa m, e m; a energia

total da colisao ou massa invariante é dada por:

Er = (pa+p)'? = [(Ba+t Bb)’ = (7u +51)?]

— [m2 4 m} + 2B, (1 — Bufhycosd)] (1.18)



onde # é o angulo entre as duas particulas. Podemos ver que na definicao
de Er aparecem apenas produtos escalares de quadrimomentos o que faz de
Er uma quantidade independente de sistema de referéncia. Em termos das

variaveis de CM e LAB onde a particula b esta em repouso temos:

Er = (E+E;)
= [(B 4 my)? — @] = (m2 4 ml 4 2m B (119)

Exercicio 1.3:
Mostre que Ve, = (E'%° +my)/Er

A quantidade Er pode ser considerada como a energia 1til de um acel-
erador. Para termos idéia de algumas ordens de magnitude consideremos
protons (m, >~ 1 GeV) colidindo a uma energia de 1 TeV com outro proton

em repouso. Neste caso:
Er~ ,/2mpEIl,“b = v2000GeV ~ 45GeV

Por outro lado se considerarmos dois protons em um anél de colisao col-

idindo com 1 TeV, a energia total sera:
Er =E,, + E,, = 2E, = 2000GeV

Da Eq.(1.17) podemos escrever as varidaveis de CM em termos das do
LAB:

2 lab
ms + my )

Er =
a ET
g = Molmet B
Er
p* _ mbpflab
a ET
p = —_—— _p(l .
b Er

10



Exercicio 1.4:
Confira as Eq.(1.20)

Apresentamos na Tabela (1.1) os valores da energia total (Er) e do mo-

mento (p:) no CM para a colisdo de feixes de eletron (m, = m. ~ 0) e

proton (m, = m, =~ 0.938 GeV) colidindo com um proton fixo em fungao do

momento do feixe (p'e?).

Tabela 1.1: Energia e Momento CM versus Momento do Feixe de Protons

Pl (GeV) | Er (GeV) | p:  (GeV)
ep pp | ep  pp
1 1.66 2.08 |0.57 0.45
10 4.43 4.54 212 2.07
100 13.73 13.76 | 6.83 6.82
200 30.65 30.66 | 15.3 15.3
1000 43.33 4334 | 21.7 216
10000 137.0 137.0 | 68.5 68.5

Podemos escrever de maneira compacta as variaveis nao invariantes (E,

€ Pap) em termos das invariantes (Er e mgyp) nos diferentes sistemas de re-

feréncia. A quantidade EZ ¢ usualmente designada pela varidvel de Mandel-

stam s, que serd introduzida posteriormente. Passaremos portanto a utilizar

esta notacao para o quadrado da massa invariante.

Vamos definir a fun¢ao cinemaética:

MNz,y,2) =

(r—y—2)* —dyz
22+ y? 4+ 22— 20y — 2yz — 2z

o= (VI V2] [z = (Vi = V)

que, para alguns valores especiais fica:

Nz, y,y)

11

z(z — 4y)

(1.21)



Mz,y,0) = (z—y)* (1.22)

Utilizando a defini¢do de A(x,y, z) podemos reescrever Eq.(1.20). Como

P+ pp = 0 escrevemos:
e, conforme Eq.(1.19)

ou seja:
V5 = [+ m2Y o [ ]2 = B (B - m? i)

Obtemos portanto:
s+ m2 —mj
2V/s
s —m?2+mj
Ef = Js—FE=-——°2__"%
b \/_ a 2\/5
A2 (s,me, my)

pro= NE (1.23)

E, utilizando a Eq.(1.19), temos:

gl — ST MM
a 2mb
1/2 2 2
ot = (B — e = A ) (1.2

me

Exercicio 1.5:
Obtenha as Fq.(1.23) e Eq.(1.24)

12



1.2 Decaimento

1.2.1 Decaimento de Dois Corpos

Consideremos uma particula de massa M e quadrimomento P decaindo

em duas outras de quadrimomentos:
pz:(EZaﬁL)v 12172

No sistema de repouso da particula de massa M, os quadrimomentos se

escrevem Ccom:
P* = (M,0,0,0)
pi = (E1,0")
Py = (E5,-p") (1.25)

=%

[\

onde M = EY + E5 e p; = —p5 = p*. Desta forma:

P*? = M?=(pj+p5)° =mi+ms+2E;E; + [p*]°)
= mi4+ms+2E; (M —E}) + (B2 —m?)] (1.26)

E podemos escrever as energias e momentos finais como:

M? +m2 —m3

BT =
! 2M
. . M?2—m?+m?
E; = M—-Ej= T
75 =155 = (Bf”—m})"
L2 — (a4 mp)?) (M2 — (my —my)*)]
2M

)\1/2 M2 2 2

13



1.2.2 Decaimento de Trés Corpos

Consideremos uma particula de massa M e quadrimomento P decaindo
agora em trés outras de massas m; e quadrimomentos p;;i = 1,2,3. Vamos

primeiramente definir:
. f— . . — 2
Pij = DPi T DPj, Sij = Dij
ou seja:

s;2 = (¢ —I—p2)2 = (P - P3>2
Sa3 = (po +p3)2 = (P - 101)2
s31 = (p3+p1)° = (P —py)° (1.28)

desta forma, temos:

2 2 2 2
S12 + 823 + 831 = M* +m] +m5 + mj

Exercicio 1.6:

Mostre a relacao acima.

No sistema de repouso da particula que decai temos P = pi+ps+ps =0
e podemos obter as energias e momentos em termos de s;; substituindo P =
(M,0,0,0) em Eq.(1.28). Por exemplo:

10 = (P* = pt)? = M? + m2 — 2ME},

de onde obtemos Ej e consequentemente p;. Da mesma forma obtemos as

demais energias e momentos:

M2+m%—523

E} =
! 2M
E; _ M2+m§—531
2M
E; _ M2+m§—512
2M

14



)\1/2(M2, m%, 823)

pl = 2M
 _ )\1/2(M2,m%,531)
p2 - 2M
)\1/2(M2 m% 812)
. L 1.29
Ps Wi ( )

Em geral é mais conveniente considerar um sistema no qual duas das trés
particulas finais estao em repouso. Consideremos por exemplo o referencial
(r) no qual as particulas 2 e 3 encontram-se em repouso i.e. ph + pi =
(1/S23,0,0,0) = P" — p]. Conseguimos as energias e momentos neste refer-

encial substituindo esta relagdo na Eq.(1.28), e.g.

sy = (P"—p))?* = [(Vsas + E7,0y) — (B, 7))
= M?+mi—2|(vs+ E)E] — (E]* —m})]
= M?—m? —2\/s03E] (1.30)
Assim, as energias e momentos neste referencial sao dados por:

2 2
M +323—m1

E" =
2./523
o= M2 — S23 —
b 2,/523
B — Sa3 + m% — m%
2 2,/823
B = So93 — m% + m%
s 2,/523
)\1/2 M?2 2
pPr = Pl = ( , §23, ml)

2\/823
o A2 (555, 2, m2
P =DpD3 = ( 250 72 3) (1.31)

2,/593

15



1.3 Espalhamento 2 — 2

Vamos definir as chamadas Varidveis de Mandelstam para o processo

Da + Po — P1 + P2:

s = (patm) = (01 +p2)°
= (B, + B;)* = (B} + E3)°
= mZ+mj+2m,E"
t = (pa—p)* = (po—p2)?
= m2+m: —2E,E + 2p,p1cosbfy , CM ou LAB
= m; +mj — 2mp Y
u = (pa—p2)*=(p—11)°
= mZ + mg —2FE,Fs + 2p,pscosb,s, CM ou LAB
= ml+mi—2myEL’ (1.32)

satisfazem,
s+t+u=mi+m;+m;+m; (1.33)

Exercicio 1.7:
Mostre a relagao (1.33)

A energia e momento das particulas no CM em termos das variaveis de
Mandelstam sao:
s+ mZ —mj
2,/s
2 2
) 5+ my —m,
b 2\/s
2 2
2¢/s
2 2
§ 4+ m5 — my

2y/s

E =

E; =

Ey =

16



AV2(s, m, mi)

pa pry pb g 2\/§
A2(s,m?2, m2)
* p— * pr— ? ? 1‘34
P Y2 2\/; ( )

Introduzindo estes resultados na relagao entre ¢ e cos 6%, Eq.(1.32), temos:

t —mg —mi + 2E B}
2pap}
2s(t —m2 —mi)+ (s + m2 —m3)(s +mi —m3)

_ 1.35
N2 (s, m2, mE)\ (s, m3, m3) (1.35)

* —
costr, =

a relacao para 67, pode ser obtida lembrando que 67, =7 — 07,
Agora, a energia e momento das particulas no LAB, em termos das

varidveis de Mandelstam se escrevem:

2 2
s —mj; —mj

Elab —
“ 2mb
E}l)ab = My
! N me
plab _ —t +mj +mj
2 n Zmb
plab —_ /\1/2(87 m?w m%)
@ me
péab = 0
P = A2 (u, mp, m3)
L 2mb
)\1/2(t m2 mz)
lab s 1y, 1Ty
= 1.36
%) o ( )
E, as relacoes para os angulos sao:
g 2Rl =2 — ) + (s — m2 ) (—u -+ md £ )
a 2mi(u — mg —m3) + (s — mg — mi) (=t +mj + my)
cos 'Y = 2 2 (1.37)

A2(s,m2, mZ)NY2(t,m2, m3)

17



Exercicio 1.8:
Verifique as Eq.(1.34), Eq.(1.35), Eq.(1.36) e Eq.(1.37)

1.3.1 Regiao Fisicaem s, t e u

Vamos determinar a regiao fisicamente aceitavel no plano st para a reagao
a+b— 14+ 2. Vamos assumir que m, = m; = m e my = mo = M. As

energias e momentos sao dados por:

2_M2
B = E;:S*m—

24/

M2_ 2
B = E;:H—m

Pe = Dp=pPi=ps=p" NG (1.38)
O angulo 0, é obtido da Eq.(1.35):
. 2st
COSs Gal =1+ W (139)
e, a variavel t:
by M2 2
t = —(8’25’7”)(1 — cos )
= —2(p")*(1 — cos ;)
— —4(p)sin(8],/2) (1.40)
Podemos obter a relacao para u usando:
s+t 4+u=2M*+2m?
obtendo: 2 22 \(s 12 2
u = (M7= m7)" _ As, M7, m )(1 +cosO,) (1.41)

S 2s

18



Exercicio 1.9:
Mostre as Eq.(1.39), Eq.(1.40) e Eq.(1.41)

As fronteiras da regiao fisica podem ser obtidas da relacao :
—1<cosh;, <1

O limite superior de ¢ é obtido quando cos8}, =1

t =0
u = 2(M*+m?) —s (1.42)
e o limite inferior de ¢ ¢ obtido quando cos 0, = —1
A Mm)
B s
M2 — m2)2
y = M=) (1.43)
5

Desta forma os limites sdo dados pela reta Eq.(1.42) e pela hiperbole

Eq.(1.43) que possuem assintotas:

s = 0
u = 0 ou t=—s+2M*+2m? (1.44)

As curvas Eq.(1.42) e Eq.(1.43) se interseptam em s = (M? + m?)2. O
sinal positivo corresponde ao limiar da reagao .

Os valores méaximos e minimos de ¢ podem ser obtidos da Eq.(1.35) im-
pondo cos 0%, = £1 e usando Eq.(1.34) para escrever as energias e momentos

em termos de s:

te = m24md 2B E; +2pip}
1
= mz%—mf—Q—s {(s%—mz—mi)(s%—m%—mg)
£ AV, 2, )N (s, i ) (1.45)

a

19



onde t_ (t4) é o maior (menor) valor de t. Note que ¢, é sempre negativo e
t>t,

Exercicio 1.10:
Verifique a Eq.(1.45)

1.4 Secao de Choque e Largura de Decaimento

A Secao de Choque para o processo a +b — 1+ --- 4+ n é dada por:

do = — 1 _ 1 1 |_/\/l]2 p, - o
7 e e e
(27)*6* [pa + 1o — (p1 + -+ +pa)] S (1.46)
ou seja,
o = =7 2
i |ﬁa - ﬁb| (2Ea) (2Eb) (27[—)31174 |M|

- dgpi

5 (m S pn> (1.47)
HQEi ’ 2

i=1
onde S ¢é o fator estatistico que leva em conta o fato de haver m particulas

idéntica no estado final, i.e.

1
Podemos ver que:
1 E, B, 2E,Fy
— = = 1.48
GGl ot PGz gy
Exercicio 1.11:
Mostre as duas igualdades da Fq.(1.48). Lembre que cos by, = T
e definindo o fator fluxo por:
F =220 4\Y2(s,m?, m2) (1.49)

20



e o espaco de fase diferencial por:

AR, H pl 54 (pa + Py — Zm) (1.50)
=1

podemos escrever3 .

S
do = — 2dR,, 1.51
o= |MPdR (1.51)

A quantidade M é chamada de Amplitude Invariante. Ela contém toda
a informagao sobre a dinamica do processo que esta sendo estudado sendo
calculada para um modelo especifico através das chamadas Regras de Feyn-
man. Podemos ver das Eq.(1.49) e (1.50) que [F] = E? e [R,] = E*"%. Uma
vez que [0] = E72, podemos ver que [M] = E?>™" ou seja, em um processo
2 — 2 a amplitude invariante é adimensional.

Quando a integral em (1.51) é feita sobre todo o espago de fase de di-
mensao 3n — 4 obtemos a secao de choque total da reagao ; se a integracao
for restrita a um sub-espaco do espaco de fase temos a se¢ao de choque difer-
encial. Chamamos de reacdo exclusiva aquela na qual a energia e momento
de todas as particulas é medido. Numa rea¢ao inclusiva apenas a energia e
momento de algumas das particulas finais sao medidos.

A Largura de Decaimento p — p; + - - - + p, € dada por:

d3
_ 2 44
dl. = |./\/l| HQE(Q E (27r) ) <p Z§1pn>
_ 1 S 2

Quando integramos sobre todo o espaco de fase obtemos a largura de

decaimento que é o inverso da vida média da particula. Podemos ver que o

3K importante notar que esta férmula também é valida para fermions quando adotamos

a normalizacao do spinor de Dirac igual a 2m, ou seja:

S ulps)iilps) =p+m e S v(p,s)o(p,s) = p—m

+s +s

21



mesmo espaco de fase diferencial Eq.(1.50) aparece aqui ocorrendo apenas a
troca p, + p, — p onde p,; sao os quadrimomentos iniciais da colisao e p é

o quadrimomento da particula que decai.

1.5 Espaco de Fase

Em uma reacao 2 — n (i.e. a+b—1+2+---+n) devemos impor a

conservacao de energia e momento:
Ea + Eb - Z El
i=1
Dot Do = P (1.53)

com,
2 _|= 2 2 s
E]_|p.7| +mJ7 ]_a7b71;"',n

Chamamos de espaco dos momentos o espaco de 3n dimensoes dos mo-
mentos p;. As condigoes (1.53) restringem o conjunto de p; possiveis e definem
neste espago um sub-espago de dimensao 3n — 4 chamado de espacgo de fase.

Numa reagao 2 — n existem 3n — 4 varidveis do estado final (3n compo-
nentes de momento menos 4 vinculos (1.53)). Porém, neste caso, o eixo do
feixe inicial define uma direcao no espaco em relacao a qual o processo possui
simetria levando a uma variavel trivial ¢. Assim temos 3n—>5 variaveis essen-
ciais no estado final. Se levarmos em conta o estado inicial, existe mais uma
variavel essencial que é o quadrado da energia total s levando portanto a um
total de 3n — 4 varidveis essenciais (no processo 2 — 2 estas duas variaveis
sdo s e t).

Vamos nos deter agora ao espago de fase diferencial. Podemos ver que o
elemento de integracao d®>p/2E ¢ invariante de Lorentz. Supondo um “boost”

na direcao de p,, temos:

E
dp. = ~(dp, + PdE') = Edp’z (1.54)

22



Exercicio 1.12:
Verifique a Eq.(1.54). Lembre-se que E'> =p'2 +m? e E = (L' + (8p.)

Desta forma,
d*p  dpydpydp. &P’
2 2E  2F
Podemos também escrever o elemento de espaco de fase em forma integral

COIMo: d3
ap_ 4 2 2 0
o = [ A~ mhe’) (1.55)

onde a integral é feita sobre todos os valores das componentes p* e O(p°) =
0(1) para p° < (>)0.

Exercicio 1.13:

FEscreva p* = (p°)* — p? e E* = p? +m? e use a propriedade da funcao delta

6(x — ), [f(xo) =0
para mostrar a Eq.(1.55)
Desta forma R,, Eq.(1.50) pode ser escrito como:
Ry = /lﬁ[d“pi 0(p} —mi) O(pf) o* (pﬁpb—zn:pn) (1.56)
i=1 i=1

Em geral omite-se a funcio O(p?) que apenas denota o fato da energia ser

uma quantidade positiva.

1.5.1 Espaco de Fase de Uma Particula

O espago de fase de uma particula é trivial. Utilizando a Eq.(1.50) e

Eq.(1.55) o espago de fase para a reacao p, + pp — p, fica:
AR, = /d4p5(p2 —m?) 6 (pa + po — p)
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ou, integrando em d*p usando a funcao §*:

R1 = 6[(pa + pp)* — m?] = §(s —m?) (1.57)

1.5.2 Espaco de Fase de Duas Particulas

Vamos agora considerar a integral do espaco de fase de duas particulas:

Ry = [ d'pid'ps 653 —md) 0 —md) S*(p—pr—p2)  (1589)

No caso do espalhamento 2 — 2 temos p = p, + pp € no caso do decaimento
de uma particula, p é o seu momento.

Integrando em d*p, usando a 6* obtendo:

Ry = /d4p1 §(pf —m3) 8[(p — p1)* — m3)]

Lembrando que R, ¢é invariante de Lorentz podemos escolher o referencial
onde p = (/s,0,0,0) ou seja o CM das particulas iniciais ou o sistema de

repouso da particula que decai (y/s = M):
Ry = /d4p1 —m3?) 6(s — 2¢/5Ey +m3 —m3)

Usando a Eq.(1.55) temos:

d’py
—= §(s — 2\/sEf +mi —m3)

Ry =
2 2L,

Note que nao mencionamos a fun¢ao O(py) = O(v/s — m; — ma) que
aparece na Eq.(1.55). Ela neste caso apenas garante que R seja nulo abaixo
do limiar de produgao das particulas 1 e 2 em repouso i.e. /s < my + ma.
Como

d®p = p*dpdQ) = pEdEdQ
temos:

*dE*dQ*
Ry = /p (s —2/sEf +m3 —m3)
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onde, d€)} = sinfdfjd¢] descreve a orientagao do momento p; no sistema
CM (repouso) de p. A funcao 0 fixa o o valor de E} e consequentemente o

modulo do momento p; (ver Eq.(1.34)), i.e.

1/2 __ )‘1/2(5’ m% m%)
= 2\/5

Desta forma, integrando a fungao ¢, lembrando que §(az) = (1/a)d(x) temos:

_ p? / * Al/Z(Svm%aWé)/dQ* 1
Ry = i Qs = s : (1.59)

Em geral a Amplitude Invariante depende do angulo 6*. No entanto, se

pi =p; = [(E])* — (m])’]

M independe de 6*, chegamos ao resultado final com [ d€} = 4m:

mp; w2 (s,mi, m3)
N 2s

Utilizando as Eq.(1.51,1.59), a se¢ao de choque de um processo a + b —
1+ 2 fica:

Ry =

S
do = 2dR
“ 2(2m)20Y2(s, m2, m?) M| 2
S o AY2(s,mi, m3)
= SR L dQy 1.60
2(2m)20\Y2(s, m2, m3) M 8s ! (1.60)
Portanto:
do S AY2(s,m2,m3) M2
dQ;  647w2s AY/2(s,m2,m3?)
S p 2
= — 1.61
64725 i M| ( )

onde p; ;) sdo os momentos iniciais (finais) no CM, dados pela Eq.(1.34).
Em geral é mais interessante termos uma expressao invariante para a se¢ao

de choque diferencial. Isto pode ser feito usando a definigao de ¢ Eq.(1.32):
Xk * 1 k sk *
dt = 2pipid(cosO;,) = —pipid;
T
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Desta forma:
do  do d€) T do

dt A dt piptd

ou seja:
do S 1 9
@ = e M
S 1

= | M|? (1.62)

167 A(s,m2, m?)
Devemos lembrar que a integral em dt é feita levando em conta os limites
Eq.(1.45), ou seja

_ [t-do
Sy dt
Exercicio 1.14:
Suponha que |M|? = —t/s. Calcule a segao de choque total neste caso

utilizando Eq.(1.61). Compare o resultado obtido quando se utiliza a

Fq.(1.62). Considere mg =my =0 e my =mg=m

Podemos também computar a largura de decaimento Eq.(1.52) de uma
particula de massa M, em repouso, em duas outras i.e. P — p; + po:
1S
ar = — *dR
2M (27)? MPdR:

1 S A2(M?2,m?2,m?

249 (1.63)

1.5.3 Espaco de Fase de Trés Particulas

O espacgo de fase para trés particulas é:

3§ — 1 — Py — [s) O(E — By — By — E3)
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Vamos escolher o referencial onde p = 0 e integrar sobre p, usando a
funcao 6%
d*p1d®ps
Rs= | ———=0 —FE —FE,— FE
3 SE, By (Vs 1 2 3)
sendo Fy dado por:
EF = |py + ps|* +mj

Escrevendo o elemento de integracao como:
d*prd’ps = (p?dpldﬁl)(pidpsdﬁg) = (p1E1dE1dQy ) [ps Esd E3(d cos 013d¢s)]

onde 23 descreve a orientacao de p3 em relacao a p; e {21 a orientacao de p;
em relacao a algum eixo.

Podemos assim usar a funcao 0 para integrar em d cos #,3 usando:

dEy —_ pips
d cos 013 E2

obtendo,
1
Ry = / A B, dBsd, dés

Podemos também escrever Rz em funcao de s e so3, definidos anterior-
mente na Eq.(1.28) (s = M?), usando o Jacobiano:

O(Ey, EBs) 1

(9(812,823) N 4s
obtendo: .
Rg = @/dSQdSdiQldqbg (164)

Devemos notar que no caso da colisdo de duas particulas (i.e. p = p,+ps)
Q) descreve a orientagao de p; no CM e ¢35 a rotagao da configuracao de
todos os momentos em torno de um eixo. Para o caso do decaimento como
nao existe um eixo preferencial (imagine a particula em repouso) podemos

integrar em d$2; e d¢s obtendo:
2
Ry = 72 /dEldEg o /dsldSQ
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Desta forma a largura de decaimento Eq.(1.52) fica:

S 1
U= oy | MPdEaE,

S 1
— (27-()3 32M3/|M’2d512d823 (165)

Podemos notar que a distribuicao de espago de fase:

ng 7T2

d812d823 n 4s

é constante para s fixo. Desta forma se os dados de um experimento de
decaimento forem “plotados” no plano s X ss3 a densidade de pontos sera
proporcional ao modulo ao quadrado da amplitude invariante. Ou, dito de
outra maneira, a nao uniformidade no “plot” fornece informacao sobre a
dinamica do processo. Por exemplo, no caso do decaimento D — Knrm, o
aparecimento de bandas quando mkr = mg-, reflete o aparecimento do
canal de decaimento D — K*m — Knnm. Esta distribuicao é chamada de
Dalitz Plot.

A regiao fisica do Dalitz Plot pode ser determinada considerando s;5 para

o caso em que p; é paralelo ou antiparalelo a pj, ou seja:

sta = mi+mj+ 2B By £ |p||ph)
1
= mi+mi+— [(]\42 — 893 — m3) (83 + M3 — M3)
2593
+ /\1/2(]\427 Szg,m%)/\lﬂ(s%,m%,mg)} (1.66)

No caso em que apenas ms é diferente de zero a Eq.(1.66) impoe os limites:

2,2
M=m;

523

2 2
< 510 < M* +mj — 593
e, no caso em que todas as massas sao nulas, temos:

0§512§M2—323
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As igualdades determinam as fronteiras do Dalitz Plot

temos:
2.2
_ M*m;
523 =
512
= M? 2
S93 = + my — S12

e para o caso de todas as massas nulas:

S12 = 0
S93 — 0

= M*-—
S23 = S12

29

. No primeiro caso

(1.67)

(1.68)



Bibliografia

[1] L.D. Landau e E.M. Lifshitz, “The Classical Theory of Fields”, (Perga-
mon Press, 1975)

[2] E. Byckling e K. Kajantie, “Particle Kinematics”, (John Wiley & Sons,
1973)

[3] J.D. Bjorken e S.D. Drell, “Relativistic Quantum Mechanics” (McGraw-
Hill, 1964)

[4] Particle Data Group, ”Review of Particle Properties” Phys. Lett. 239B,
1 (1990)

30



