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Notacdo para cinematica relativistica Quadrivetores

Quadrivetores
Posigdo:(ct, X) = (x°,X)

Transformam-se através das transformagdes de Lorentz (entre referenciais
inerciais): x"* = Ajx”

Sendo:
v o~ 00
m_ | 8 v 00
N] 0 0 10
0 0 01

Métrica: [g""] = diag(1—1—-1—1)
Vetor Contravariante: x* = (x°,X)
Vetor Covariante: x, = (x°, —X)
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Notacdo para cinematica relativistica Quadrivetores

Intervalo Invariante:
| = guxtx¥ = x,x" = xtx, = (x°)? — (X X) == x - x
Momento: P* = (E'ﬁ) e P,:= (E' —p)

) : c’ o c’
Temos o seguinte invariante de Lorentz: P,PH = P? =
onde m é a massa de repouso da particula.

E? = Y, )
=z —P-p=mc

o Sistema natural de unidades

c=1=[L] =[t]

h=1=[E][t]=[A]=1= [E]=[t7"] = [L7]
E=mc?= [m]=[E] =[L7}]

alguns fatores de conversao:

1Kg = 5,61 x 10%°GeV

1m =5,07 x 10 GeV !

1s = 1,52 x 10%*GeV 1
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Notacdo para cinematica relativistica Quadrivetores

Operador Quadrimomento

PH = (i%; —iV) = i9"(operador Quadrimomento)

9,0" := O(Dalambertiano) = — P2
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Mecanica Quantica nao-relativistica

Mecanica Quantica

o Equacdo de Schrodinger para a particula livre (E = p—Q):
.2 0 o h2
in%e = — L2y
(h=1)= (i +L£V?)y=0

e Equacdo da Continuidade:

densidade de probabilidade:p = |¢|?
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Mecanica Quantica nao-relativistica

_% vpd3X = fs] ﬁdS = fvv 'jd3X
9% 1V -j =0 (Equagio da Continuidade)
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Mecanica Quantica nao-relativistica

Densidade de Corrente de Probabilidade: _7: —ﬁ (V*V — pVy*)
e Um exemplo(uma onda plana):

(X, 1) = Nel(PX=E)

j=IN[?E sendo p = |N|?
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Mecanica Quantica relativistica

@ Equacdo de Klein-Gordon

Energia: E2 = p? + m?

Usando E — i2 e p— —iV
~V2p 4 20 = (25— V2) 6+ mPo =0

0 (Equagdo de Klein-Gordon)

62
_6T

CRYGEE
(—ie")- (- 5% = -V20+m?) (1)

(—ig) - ( 8;?5* = —V2¢* + m2¢*) (2)

— 6% ) = iV-(6'Vé - 6Vo")

Fazendo (1) —(2), temos que: ig; (qb*
March 6, 2009
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Mecanica Quantica relativistica

Identificando com a equagao da continuidade, temos que:

p=i(0752 - 0% ) ej=—i(¢"Vo - 6Ve")
e Exemplo(Onda Plana):
6(%, 1) = Nel(PX—E)

p=2E|N|> e j = 2p|N|?

j# = 2|N|?P*(Quadricorrente)

Ouj* = 0 (Equacdo da Continuidade)
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Mecanica Quantica relativistica

Temos os seguintes autovalores para a equagdo de Klein-Gordon:

E=+(+m)V?

Para E < 0, temos p < 0.

e Em 1927, Dirac constréi uma equacgdo linear em % e V.
Idéia do "mar de Dirac” utilizando o Principio de Exclusdo de Pauli.

Em 1934, Pauli e Weisskopf utilizando a equacio de Klein-Gordon
interpretavam a densidade de probabilidade como uma densidade de
cargas, solucionando o problema de p < 0.

jt = —ie(¢* "¢ — ¢0t¢")
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Mecanica Quantica relativistica

@ Interpretacdo de Feynman-Stiickelberg para solucbes com energia
negativa.

Solu¢bes associadas a energias negativas representam particulas indo no
sentido contrario ao da passagem do tempo que é equivalente a
antiparticulas indo no sentido do tempo.

+ -
Teso=W{_g)<o T tempo
Duplo espalhamento de um elétron em um potencial:

tempo
aniquilagéo

—
criagao de
parcs

espago
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Eletrodindmica Escalar

@ Aprendemos a escrever a amplitude de transicido para uma particula
escalar (sem spin) utilizando teoria de perturbacdo dependente do
tempo nao relativistica. Agora estenderemos esses resultados para
antiparticulas utilizando a interpretacdo de Feynman-Stiickelberg.

@ Nas dedug¢bes usando teoria de perturbacdo nés trabalhamos com
particulas sofrendo acBes de potenciais fixos. Como é de maior
interesse trabalharmos com interagcdes entre particulas, usaremos
potenciais devido a presenca de outras particulas.

@ A principio trabalharemos com o potencial eletromagnético (V).
Sabemos que tal potencial possui uma dependéncia temporal da
forma e~ sendo w a energia associada ao féton.
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Eletrodinamica Escalar

Vamos primeiramente pensar em um eletrén absorvendo um féton, isso

pode ser representado da seguinte forma:

€E=0)

S1E~0)

TEMPO

Nesse caso a amplitude de transi¢do ( Tf) é proporcional a:

f(e*"Eft)*e*"Wte*"E’tdt =2m0(Er — w — E;)
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Eletrodinamica Escalar

Agora vamos pensar em uma situacdo analoga a do elétron sé que
utilizando a antiparticula do elétron, o pésitron (et).

SE=0) st-gp)

)

TEMPO

A amplitude de transi¢do fica da seguinte forma:

[(e "Bty e=wte=i(=ENt gt — 2n§(—E; — w + Er)
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Eletrodinamica Escalar

Observando os célculos das amplitudes de transicdo para o espalhamento
do elétron e do pdsitron, nés montamos a seguinte regra (valida para as
setas representando particulas):

f d):aindo V(bChegando d4X
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Eletrodinamica Escalar

@ Agora nés vamos obter o potencial (perturbativo) eletromagnético
(V), lembrando que no momento, por simplicidade, trabalharemos
com particulas (leptons) sem considerar o seu spin, ou seja, usaremos
a equacdo de Klein-Gordon.

@ Depois utilizando o potencial eletromagnético (escrito com
quadrivetores) encontraremos a amplitude de transi¢do na forma
covariante.

Nés vamos usar o exemplo do elétron, mas os resultados podem ser
estendidos para outros leptons (como o p por exemplo).

Sabemos da eletrodindmica cldssica que uma particula de carga (—e)
quando imersa em um potencial eletromagnético A* = (AO,A) devemos
adicionar ao quadrimomento P* o termo de eA" (seria o termo
representando a interagdo entre campo e particula carregada),ou seja,

PH s PH 4 eAR

C.A.Bernardes & T.A.Costa () Introdugdo as Particulas Elementares March 6, 2009 16 / 24



Eletrodinamica Escalar

@ Como estamos trabalhando com Mecéanica Quantica devemos trocar
os quadrivetores pelos respectivos operadores.

POt — [OF + eAV

Fazendo essas mudancas e substituindo na equacdo de Klein-Gordon,
temos que

(0,0" + m?)p = —V ¢ onde V = —ieA,0" — ied A" — €A, AV

No sistema natural de unidades e® ~ 0.1.

E uma boa aproximacio trabalharmos com o potencial perturbativo
utilizando apenas seus termos de primeira ordem.

Logo a amplitude de transicdo de um elétron (sem spin) sofrendo a agdo
de um potencial A*, ou seja, possuindo estados inicial (¢;) e final (¢r) é:

Ti=—if gzﬁ’;(x)V(x)gZ),-(x)d“x = —e [ 7 (A", + 8MA“)¢),-d4x
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Eletrodinamica Escalar

Podemos escrever o segundo termo de Ty da seguinte forma:
[ 30, (Athi)d*x = Al it} [x—too — [(Dud}) Al did*x

O termo de superficie se anula, pois esperamos que o campo se anule para
X — F00.

Portanto a amplitude fica:

Ti = —e [[63(0" 1) — (9" 7)1l Aud*x

Mas sabemos que
= —ielg (0 i) — (9"07)bi] = T = —i [ j*(x)Au(x)d*x
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Eletrodinamica Escalar Espalhamento Elétron-Muon

Para um elétron com um estado inicial (¢; de energia E; e momento p;)
indo para um estado final (¢f de energia Ef e momento pr), ou seja,

¢i(x) = Nie EitelPiX = N;e=Pix e ¢r(x) = Npe™Prx
Como 0"¢; = —iP!¢; podemos escrever a corrente da seguinte forma:
J* = —eN;N¢(P! + PF)el(Pr=Pi)x

@ Vamos fazer o exemplo do espalhamento elétron-muon (e~ — e~ p).

Para obtermos a forma do campo A* vamos usar a equagao de ondas

-(2))_

eletromagnéticas devido a corrente referente ao muon (j;

DA, = j/gz)

C.A.Bernardes & T.A.Costa () Introdugdo as Particulas Elementares March 6, 2009 19 /24



Eletrodinamica Escalar Espalhamento Elétron-Muon

De forma andloga a do elétron podemos escrever a corrente para 0 muon:
(2 / — .
1 = —eNgNp(PL + Ph)ei(Po—Ps)
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Eletrodinamica Escalar Espalhamento Elétron-Muon

Vamos escrever q := Pp — Pg, sabendo que (e? = —g?e/@™ concluimos
que 0 campo possui a seguinte forma:

Ap = JL(L2)
Portanto podemos reescrever a amplitude como:
To=—i [ d* (il Au) = =i [ d*x (jty i)

Colocando as expressdes das correntes, temos que

T = —i [ d*xNaNgNc Np(Ph+PL)(PE+PP)e? (;Tl) i(Pc+Po—Pa=Pg)-x
E comum escrevermos da seguinte forma:

T = NaNgNcNp(2r)*6™)(Pc + Pp — Pa — Pg)(—iM)

onde —iM := ie(Pa + Pc)* (%) ie(Pg + Pp)¥ (amplitude invariante)
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Eletrodinamica Escalar Espalhamento Elétron-Muon

@ Obtencdo da secdo de choque para o espalhamento elétron-muon.

Amplitude Invariante:
—iM = ie(PA + Pc)“ ( 5‘”) Ie(PB + PD)

2 __ 2
M = & [(Pa+ Pc) - (Ps + Pp)]
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Eletrodinamica Escalar Espalhamento Elétron-Muon

Aqui nés iremos considerar: m,- = m, << Ecy

Pela conservagao da energia:

Ep+Eg=Ep+ Ec=2p=2Ec =2Ep =2p

Lembrando que estamos no referencial do Centro de Massas(CM), com a
ajuda do esquema acima, temos que:

Pa=(p,P) Ps=(p,—P) Pc=(p,P) Pp=(p,—P)

Além disso, notamos que p - o' = p>cosd.
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Eletrodinamica Escalar Espalhamento Elétron-Muon

M2 =

[PA'PB+PA‘PD+PC‘PB+Pc-PD]2

6—4 [6p +2p COSG]

2 _ (PD _ PB)2

M[* =e

Com isso obtemos finalmente a secdo de choque:

(%)CM

6472 E2

= —2(p?

4 4p*(3+4-cosh)?
4p*(1—cosh)?

Pf|M|2
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(PP +B-B)+ (PP +B-P)+ (P> + P

— p?cosf))

et 3+4cosf 2
6472 E2 1—cosf
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