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1 Evento e intervalo



Cinematica Relativistica Elemento de linha invariante

Caracterizamos um evento em um referencial inercial R, como um ponto no
espaco-tempo, de coordenadas (t,z,y,z). Em outro referencial inercial R’ o
mesmo ponto possui coordenadas (¢',2',y,7).

Consideremos agora dois eventos no referencial R: a emissdo de um sinal
com velocidade de propagacdo c¢ do ponto (z,,y,,%,) no instante t; e a
chegada do sinal ao ponto (z,,9,,%,) no instante t¢,. Podemos calcular a
distancia percorrida pelo sinal como sendo:

d:\/(i'g—.l'l)g—F(yQ —y1)2+(32 _31)2 (]_].)

ou entao:
d=c(ty —t,) (1.2)

igualando (1.1) e (1.2) obtemos o seguinte resultado para o referencial R:
(."Q(f-;_- — fl}z = (.I.‘-_;_r — ,1’.'1}2 + (’{,J';_r — y1}2 + (Z-;_r — 21}2 (13)
e com raciocinio analogo obteriamos para o referencial R

Aty — ) = (xhy — ) + (yh —y1)* + (25 — 21)* (L4



Cinematica Relativistica Elemento de linha invariante

Supondo agora que ¢ tem o mesmo valor em ambos os referenciais podemos

isola-lo nas equagoes (1.3) e (1.4) de forma a encontrar uma expressao que
relacione as coordenadas dos eventos nos dois referenciais considerados.

At
At

2
[(Az)? + (Ay)* + (Az)Y] ( ) = (Az")? + (Ay)* + (AZ")? (1L5)

Aseta sende oy s o el 2 L s coeldenadas del dels eventos
quaisquer em um referencial inercial R, podemos definir a quantidade:

512 :\/fi"‘z(f;:_- —t1)2— (w2 — 1)+ (y2 —11)? + (220 — 21)? (1.6)

chamada de intervalo dos dois eventos. Para outro referencial inercial R’ o
intervalo construido teria a forma:

S1o =V (ty — )2 — () — 1) + (v — 41)* + (25 — 2)? (1.7)



Cinematica Relativistica Elemento de linha invariante

Notemos agora que se o intervalo s;,—0 obtemos a seguinte expressao para
G;
2 (22— r1)* + (Y2 — ifl)lz + (22— 21)° (1.8)
(t2 — t1)?

que se substituirmos em (1.7) nos fornece a igualdade:

S1a’ :[[(ﬂi'f + (Ay)* + (Az2)*] - (i’:

(Az')” + (Ay)* + (A2’
mas pelo resultado obtido em (1.5) vemos que §';, também deve se anular.

ﬂ— (MY — (Ay) — (A) (LD)

SFIQ — U

Notemos que o resultado de (1.5) foi obtido ao considerar-se ¢ invariante,
desta forma é uma consequéncia direta da invariancia da velocidade da luz
que se o intervalo de dois eventos é nulo em um referencial inercial ele
também o serd em qualquer outro referencial igualmente inercial.



Cinematica Relativistica Elemento de linha invariante

Introduzimos agora a variavel:
T =1ct (1‘10)

onde : =v—1. Agora se considerarmos intervalos infinitesimais, podemos
escrever a expressao de (1.6) como:

ds® = —(dz* + dy* + dz* + dr?) (RS

Como vimos anteriormente ds=0 em um referencial inercial acarreta ds'=0
em qualquer outro referencial. Por serem ambos infinitésimos de mesma
ordem devemos ter:

ds = a - ds (1.12)

onde a é um coeficiente que s6 deve depender do valor absoluto da
velocidade relativa entre os dois referenciais, i.e. a=a(v).

Imaginemos agora trés referenciais R, R, e R,, onde v, e v, sdo as
velocidades de R, e R, com relacao a R e wv;, a velocidade de R, com
el &) AT



Cinematica Relativistica Elemento de linha invariante

Nesse caso a igualdade de (1.12) se escreve:

Das duas primeiras igualdades obtemos:

al(vy)

a(vy)

ds, = - dss

que se comparada & terceira nos fornece:

(v2)

(?;‘1 )

Notemos agora que v;, depende nao somente dos moédulos de v; e v, mas
também do angulo formado entre eles. Todavia essa dependéncia angular
nao existe no primeiro termo da equacdo acima, de forma que somos
levados a concluir que a(v) deve ser constante e igual a um.

=

= a(vi2)

=

ds = ds’



Cinematica Relativistica Elemento de linha invariante

E considerando intervalos finitos teremos:
s=g (1.13)

que expressa matematicamente o fato de o intervalo, assim como definido
em (1.6), ser a quantidade invariante em relatividade restrita, i.e. qualquer
observador em qualquer referencial inercial medird o mesmo valor para o
intervalo entre dois eventos dados.



Cinematica Relativistica Intervalos do tipo temporal e espacial

Aindel sendol iy el e LS cesldeniadas de deis eventos
quaisquer no referencial R, iremos procurar por um referencial no qual
ambos os eventos tenham ocorrido num mesmo ponto do espaco.

Chamando (no referencial R) de ¢, o intervalo de tempo decorrido entre os
eventos, e de [, a distancia entre as posigoes em que ocorreram temos que:

2 ' 12 (1.14)

2 2.2
512 = €l —
Da mesma forma, teremos para um referencial R’

0
o’ =’ 1" (15

Mas como queremos que os eventos tenham ocorrido num mesmo ponto do
espago no referencial R’ devemos assumir !';,=0.

Como visto em (1.12) o intervalo é invariante, desta forma temos que:

2 b 2 a2 2 2 2, 2



Cinematica Relativistica Intervalos do tipo temporal e espacial

%y 9 - 2 -
mas c*t',,* é sempre positivo, portanto s,°>0, o que quer dizer que o
intervalo deve ser real. Intervalos reais sao chamados de intervalos do tipo

temporal.
Se quisermos encontrar agora um referencial onde os eventos ocorreram

simultaneamente, e fizermos consideracoes analogas as anteriores obteremos:
2 2 2 2 P2

mas [';,> € sempre positivo, portanto s;,2<0, o que quer dizer que o intervalo
deve ser imaginario. Intervalos imaginarios sao chamados de intervalos do
tipo espacial.

Vale ressaltar que por ser o intervalo invariante, sua classificacdo em do
tipo temporal ou espacial é absoluta, i.e. vale para qualquer referencial
inercial que se escolha.



Cinematica Relativistica Cone de Luz

Seja agora um evento O que tomamos como origem de nossas coordenadas.
E facamos uma representacao simplista considerando apenas uma das
coordenada espaciais, por exemplo x, como se vé na figura a seguir.

[ &

futuro | absoluto

Y
[11

¥

0 xr

passado absaluto

Figura 1: Cone de luz considerando apenas a coordenada z.

Os pontos das retas tracadas na
figura 1 satisfazem a equacao:

r? = *t? (1.17)

Ja os pontos das regides I e 1II
satisfazem a inequacao:

At — 1t >0 (1.18)
enquanto que para os demais pontos:
At — 1t <0 (1-19)

Vemos por (1.18) que o intervalo
entre eventos da regiao I ou Il e o
evento O é do tipo temporal.



Cinematica Relativistica Cone de Luz

E por (1.19) vemos que o intervalo entre eventos da regido III ou IV e o
evento O é do tipo espacial.

Na regiao I, porém, temos que t>0, o que resulta que todos os eventos dessa
regidao ocorrem depois de O, e portanto a chamamos de futuro absoluto.
Contrariamente, temos que em II, ¢<0, e portanto todos os eventos nessa
regiao ocorrem antes de O, de forma que a chamamos de passado absoluto.
Ja para as regioes III e IV déa-se o nome de regides absolutamente remotas
em relacao a O, e para qualquer evento nelas contido é possivel encontrar-se
referenciais onde esse evento tenha ocorrido simultaneamente a O, antes de
O e depois de O.

Se tivéssemos considerado as trés coordenadas espaciais ao invés de somente
uma, teriamos na figura 1 ao invés de retas concorrentes um cone, se
tomassemos as coordenadas espaciais da equacao:

Ay 2Pt =0 (1.20)

sempre aos pares, desprezando-se a coordenada restante.



Cinematica Relativistica Tempo proprio

Imaginemos agora uma situacao envolvendo dois relogios; onde um
permanece em repouso com relacdo a nés e o outro realiza um movimento
arbitrario, que pode ser considerado uniforme a cada instante de tempo dt
medido no nosso referencial, que chamaremos de referencial de repouso.
Para o referencial em repouso em um itervalo de tempo dt o relégio em
movimento percorre uma distancia:

d =+/dx? + dy? + dz? (1:21)

para um referencial fixo a esse reldgio essa distancia é nula e o intervalo
decorrido é dt'.
Em decorréncia da invarianca do intervalo teremos:

ds? = 2dt* — da® — dy? — d2° = *Fdt” (1.22)
e isolando os termos adequadamente chegamos a:

. 2 2 2
ds _ i _ dt\/l de? 4 dy? + dz (1.23)
c2dt?

c



Cinematica Relativistica Tempo proprio

de onde podemos identificar o termo:

de* +dy* +dz* (1.24)
dt? B

de forma a obter:

(1.25)

B—- (1.26)

sendo o ultimo chamado na literatura de fator de Lorentz.



2 Transformacao de Lorentz



Cinematica Relativistica Interpretacao geométrica da T.L.

A transformacado que exprime as coordenadas ', 3/, 2/, 7 de um evento num
referencial R’ em funcado das coordenadas z, y, z, 7 do mesmo evento num
referencial R deve ser uma rotacao do espaco quadridimensional z, vy, z, 7.
Se considerarmos que R' se move, com relagao a R, ao longo do eixo x com
velocidade constante V, entao a transformacado procurada ndo deve afetar
as coordenadas y e z, e portanto deve ser somente uma rotacao do plano ar
de um angulo arbitrario 6.

o

Nessas circunstancias (rotacdo de um plano) sabemos que a relagdo entre as
coordenadas do plano inicial e as coordenadas do plano rotacionado é dada
por:



Cinematica Relativistica Interpretacao geométrica da T.L.
r\ [ cos —sent x’
7 )\ senf cost 7 (2.1)

Como o movimento considerado é o da origem do referencial R' com relacao
a R temos que ©’=0. E a relacdo anterior reduz-se a:

r = —71 senf T = 7 cost (2.2)

Lembrando da defini¢do de 7 podemos obter as seguintes relagoes de (2.2):

(2.3)
ct — —

(2.4)




Cinematica Relativistica Interpretacao geométrica da T.L.

Substituindo agora as expressdes de (2.3) e (2.4) na equagdo matricial de
(2.1) obtemos:
. =Y _-11"_ of
(5)-(x ) e
T Yo ¥ T
o que implica nas seguintes transformacoes:

f.

V V
ict =~ (i—.r." + if:t’) = ~ic (—,}__r’ + t’) (2.7)
¢ c

que sao de fato as transformacoes procuradas. De maneira sintética
podemos escrever as transformacoes de Lorentz de R’ para R como:

I:T(f_igw)z?uwwW) (2.6)

C

'LI
w=ﬂH+Vﬂ;y=ﬂ;z=f;f=T(“+Ef) o



Cinematica Relativistica Interpretacao geométrica da T.L.

E as transformacoes inversas (R para R') como:

'Lf
=y -Vt) =y .2 =2, t'=~ (t - F.I) (2.9)
Exercicios
2 Mostre, explicitamente, que o intervalo entre dois eventos é

invariante ante transformagdes de Lorentz. (bom pra treinar)

22 Verifique que no limite que c>>V as transformacoes de Lorentz se
reduzem as ja conhecidas transformagoes de Galilei.  (besta)

2.3 Verifique que as transformacdes de Galilei ndo preservam o
intervalo entre dois eventos invariante. (interessante)



Cinematica Relativistica Quadrivetores

Denotaremos o quadrivetor posicao de uma particula em um dado
referencial R pela quadrupla z*, onde u=1,2,3,4.

ot = (2 2%, 2% 2t = (x,y, 2,7) = (T, ict) (2.10)

Como vimos em (2.5) as coordenadas do quadrivetor acima transformam-se,
sob Lorentz, através das relacoes:

; -Il-r‘r
|1 l"l ' L |F4 . . ; 5 |4 |F4 ' l"l
xr = “}.. (,I_ — ii',_.‘ X ) ; i..z — i.;l‘ ; i..ﬂ — HIJE ; xr = “}.. (.I. + :Ii:_.‘ x ) (2.]_]_)

f.

De uma forma genérica designaremos por quadrivetor a* uma série de 4
quantidades a!, a?, @’ a* que quando duma mudanca de coordenadas
transforma-se como z *. Desta forma sob uma T.L. teremos:



Cinematica Relativistica Quadrivelocidade

Tomando o quadrivetor posi¢gdo de (2.10) e derivando com relagdo ao tempo

proprio obtemos:
de* _ (dxhy [dt (25
dt’ dt) \dt]

mas da expressdo obtida para o tempo proprio em (1.25):

_d

~
!

dt’ (2.16)

vemos que a igualdade de (2.14) se reduz a:

drt de dy dz drY N 5 17
dt' _@{( dt ' dt’ dt’ dtj =7 (vz, vy, vz, ic) ( )

e construimos portanto a quadrivelocidade da particula expressa por:

(2.18)




Cinematica Relativistica Produto escalar

O produto escalar de dois 4-vetores, analogamente ao caso dos 3-vetores,
serd dado por:

at b =a' b +a bV +ad b +at bt (2.13)

e vemos facilmente que é um escalar.

Exercicios

2.4

Mostre que duas transformacoes de Lorentz paralelas e
consecutivas (e.g. R,—R,, R,—R;) podem ser interpretadas como
uma unica transformacdo, da forma apresentada em (2.8), com
parametros:

Vao Vi -Vt V
Y = Ya2y21 (1 + t;l) 204 V= 1:;_:1—“12 (2.15)




3 Mecanica relativistica



Cinematica Relativistica Principio de minima acao

Como ponto de partida devemos escrever a acdo para uma particula
material livre, i.e. uma particula de massa m na auséncia de forgas externas.
Tal acao deve ter a forma:

b
S = —(.'E/ ds (3.1)

Em seguida usando a expressdo para ds obtida em (3.1), reescrevemos a
acao como:

(3.2)

(3.3)




Cinematica Relativistica Principio de minima acao

Mas devemos agora especificar o valor da constante a, e para isso iremos
desenvolver a lagrangiana de (3.3) em séries de poténcia de v/c, e em
seguida tomar o limite quando ¢ — o para compara-la com a expressao da
lagrangiana classica. Nesse regime temos:

i L~ _><+ 2c

desprezando a constante —ac obtemos uma lagrangiana que gera as mesmas
equacoes de movimento e é, portanto, equivalente a apresentada acima.
Comparando entdo a nova lagrangiana com a classica obtemos o valor de a.

mu VU —\
L = — [ = o — v = Tnc

classica nova



Cinematica Relativistica Principio de minima acao

Dessa forma podemos por fim escrever a lagrangiana e a agao para uma
particula material livre como sendo:

S = —mec [h ds (3.4) (3.5)

L



Cinematica Relativistica Energia e momento

Sabemos do formalismo lagrangiano da mecanica classica, que dada a
lagrangiana L do sistema, grandezas tais como a energia e o momento
podem ser obtidas através das relacoes que se seguem:

JdL

3. (3.6) E=p-v—L (3.7)

pi =
Portanto utilizando a lagrangiana de (3.5) escrita como fungdo das
componentes do vetor velocidade, e procedendo os calculos sugeridos em
(3.6) construimos o vetor momento da particula.

v v+

C

oL  mw,
o T = (=) (38)

B b

b |2 b2

L(t";n: Uy s Tf::) — _?]"1-(."2 \/1 —




Cinematica Relativistica Energia e momento

E dessa forma a expressao para a energia se torna:

s mc?

2
— 2 2(1_v
+— :> E =1 (??1.1- + mc (1 CQ))

= E=mD6s)

Interessante notar na expressao acima que mesmo em repouso (v=0 ou y=1)
a energia da particula nao se anula, tornando-se:

E =m~ryv

E = mc’ (3.10)

chamada de energia de repouso da particula.

Devemos atentar para o fato de que em nenhum momento tratamos a
particula em questdao como elementar, de forma que todo o desenvolvimento
realizado aplica-se igualmente a um corpo complexo, constituido por um
grande ntmero de particulas.



Cinematica Relativistica Energia e momento

Devemos também ter em mente que a energia de repouso de um corpo
complexo compreende além das energias de repouso de suas particulas
constituintes, suas energias cinéticas e de ligacao.

Isso quer dizer que »m,? onde m, sdao as massas das particulas
constituintes, ndo é igual a mc? ou ainda, que ) m, ndo ¢ igual & massa
total do objeto, de forma que em mecéanica relativistica nao mais existe a lei
de conservacao da massa.

Agora quadremos as expressoes de (3.8) e (3.9) e comparemos os termos de
forma a obtermos uma expressao que relacione E e p.

2.2 . 9 92
) _ M7V ,  mivic? 20 22 , 2 2 2 2_ _PC
p- = - 2 _ 27" vi(m e +p°) = pc v = — ;
_ i_j p 2 _ 2 ( P) =1 m2c? + p?
, . , o) 2 4 . . . ;
EQ m2c? E? m2ect b _ mc E? ?T?..‘zf:_"d(?ﬂ.-z c? + p‘;")
, = — - j— ) : -.2 _‘2 z-ﬂ'z i — i i i i i
-2 2 —@2) ¢ G —Fom ¢ mPdt 4 pr — pid?

(3.11)



Cinematica Relativistica Quadrimomento

Fagamos agora uma variagdo da agado expressa em (3.4):

b
0§ = —med [ ds

E lembremos que pelas definicoes feitas podemos escrever:

ds =/ —dxr?

Dessa forma nossa expressao para a variagao da acao fica:

0S = 0 bm 55 — med b dxtdrt -« b gyt
S = —mc / —dx :> S = mc / " —> S = mec /

g

b
:> 0S5 =m / utddx*

realizando agora uma integracao por partes na tultima expressao temos:



Cinematica Relativistica Quadrimomento

08 = mu

b -
' —m./ au datds (3.12)

ds

mas como os extremos a e b devem ser fixos o primeiro termo da expressao
acima se anula.

E como a variacdo da acao também deve ser um extremo devemos ter:

b I dut dut
A0S =10 # —m du dxtds =0 # %: 0 # {;;f =0 (313)

ds

que é a expressao matemaética para a constancia da velocidade de uma
particula livre.

Agora queremos obter a variacao da acdo como funcéo das coordenadas da
particula, para isso devemos fixar a extremidade em a e tornar b varidvel.
Por simplicidade iremos chamar (dx#),=dz#, e dessa forma a expressdo de
(3.12), juntamente com o resultado obtido em (3.13), se torna:



Cinematica Relativistica Quadrimomento

0S8 = murort :> (féj = mu*
rH

. . dA .
mas pela definicdo da notacdo o, §A = a—de podemos escrever a expressao
: €
acima como:

Eii — mu' (314)

agora batizando a quantidade mu" =p" e lembrando dos conhecimentos de
mecanica que:

ds as

—=—F —_— = I

ot dg; !
obtemos o quadrivetor de coordenadas:

p“: (pm:py:p‘z:ﬁg) (315)
c



Cinematica Relativistica Quadrimomento

chamado de quadrimomento da particula e usualmente expresso na forma:

E
pH = (ﬁ:i—_) (3.16)

E.



4 Digressao sobre formalismo



Cinematica Relativistica Notacao covariante e contravariante

Outra forma, igualmente adequada, de denotar o quadrivetor posicdo é a
seguinte:

ot = (2,2, 2% 2%) = (ct, z,y, 2) (4.1)
Nessa convencao, a quadrivelocidade se escreve como:

u* = ~(c, ) (4.2)

o — (E ﬁ) (4.3)

C

e o quadrimomento como:

E se realizarmos uma T.L. de um referencial R’ (que se move com
velocidade constante V ao longo do eixo z) para um referencial R, as

componentes de z!* transformar-se-ao da seguinte forma:

0 V 3 1 r1 2 12 3 3 V 0
=y (2" +—=2") s =2 =2" P =q 2"+ —2 (4.4)

c



Cinematica Relativistica Notacao covariante e contravariante

Como um 4-vetor genérico transforma-se como z!*, teremos que um a*, sob
a mesma T.L. transformar-se-4 como:

Introduzindo agora o tensor métrico:

L 0 0 0
0 -1 0 0
S 1T F
=9 =10 0 -1 0 (4.6)
00 0 -1
temos que:
'ﬂ-,u, = gm,ﬂ.u (47)

Onde a, e at sdo chamadas de componentes covariantes e contravariantes,
respectivamente. Vemos da identidade acima (4.7) que:

ag = a’ ;= —a' ; Qg = —m."z; as = —a’ (4-8)



Cinematica Relativistica Notacao covariante e contravariante

Com o uso dessa notacao estabelecida denotaremos o produto escalar entre
dois 4-vetores por:

3

a-bh= Z a!lb“ — gm;ﬂpb!! — ﬂ.ﬂbﬂ . ﬂ.lbl o aibﬂ o aﬁbfﬁ _ ﬁ.ﬂbﬂ —a. g (49)

=1

Exercicios

4.1 Mostre que o produto escalar entre quaisquer dois quadrivetores
pypo—=E,-E, — p;-p, € invariante ante transformacdes de Lorentz.



Cinematica Relativistica Sistema natural de unidades

De agora em diante iremos considerar c=1, de acordo com as convencoes
estabelecidas pelo sistema natural de unidades.

Dessa forma os quadrivetores postos anteriormente se tornam:

= (7)) ' =v(1,9) p*=(E,p) (4.10)

E as expressoes obtidas para o momento e a energia de uma particula de

massa m ficam:

e pela ultima expressao podemos ver que o quadrado do quadrimomento de
uma particula satisfaz:

p*? = p'p. = E* — ||p||* = m’ (4.12)
i
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Aplicacoes da T.L.



Cinematica Relativistica Transformacao de angulos

Como iremos tratar na maioria dos casos transformagoes ao longo do eixo z,
definiremos as componentes transversal e longitudinal do momento p da

particula, como:

pL=/p.* +py® = ||pl[siné p;;=p. = ||p]|cos0 (5.1)

Dessa forma a energia e o momento da &
particula vistos num sistema que se move
ao longo do eixo 2z com velocidade
constante f, serao dados por: 7/

P, =pL (5.2) Py

E" N\ Ys  —Ys0s E Pz ¢
( I}F;’" .-".l ) B ( T .l';.‘?. {3'?. ﬂ.l"..‘i ;I}.-".l.-".l (5 . 3) le_

Y




Cinematica Relativistica Transformacao de angulos

Com relacao ao angulo azimutal teremos a seguinte relagao:

Py Py
tan ¢ _E_ g—ta,n-;a :> (5.4)

e vemos que o angulo azimutal ao redor de um eixo é invariante ante
transformacoes de Lorentz ao longo deste eixo. 2

Ja para o angulo zenital teremos:

I}FJ_ P

i o _ _
tﬂl[lg o I}Fl’;; o I}F;"l‘,f (5-5) I};-';-' ;5‘
. 0 .
mas pela transformacgao (5.3) obtemos: 7,
. i Y
pL Pa ¢
tan§' = . D
Y (py; — EBy) (5.6) pL




Cinematica Relativistica Transformacao de angulos

Multiplicando e dividindo o termo da direita na expressao por 1/p obtemos:

*-3111 )
I?J_ P

(5.7)
&R, 5

cos

tan @ =

de onde podemos identificar termos ja conhe<31dos expressos pelas relacoes
(4.11) e (5.1), de forma a obter a seguinte transformacao:

sin ¢
tanf’ = 5.8
o vs (cOos O — O, /v) (5:8)
e sua inversa:
sin ('
tanf = (5,9)

Ys (cOs O + G /")



Cinematica Relativistica Rapidez

Introduzimos agora o conceito de rapidez escrevendo a transformagao (5.3)
na seguinte forma:

E"\ [ coshf —sinh¢ E
( ) ) — ( —sginh&  cosh§ ) ( Py ) (5.10)

de onde podemos identificar os termos:

cosh & = ~,
L S —> tanh{=j, (5.11)

sinh & = 7,0,

Lembrando agora que valem as seguintes relacoes:

cosh™ z =In(zr + V22 —1) sinh 'z =In(z + V2?2 + 1)

L ies (312
tanh™ 'z = = In ( )
2 l1—x




Cinematica Relativistica Rapidez

podemos escrever a rapidez nas formas:

£ =cosh™ 7, =1In (jg + Vv — 1) = In(vs + 7s5s) (5.13)

) 1 1+ 3,
£ =tanh™' 3, = 5 In (l — ﬁs) (5.14)

Notemos que se a particula estiver parada com relacdo ao sistema de
referéncia f,—=v e portanto 0=0. Lembrando ainda que vale a relagao:

E+p=my=Epcosld=myEtmyv=my(l=L 5 (5.15)

podemos escrever a rapidez expressa em (5.14) na seguinte forma:

1 E + Py
__ / 5.16
e=yin (L) (5.16)




Cinematica Relativistica Rapidez

Pelo resultado (2.15) do exercicio 2.4 vemos que podemos escrever:

a _ ,81 + ,-'3-_,3 5 17
Jﬂ B 1+ 31 ﬁ;;_r ( ‘ )

desta forma em termos da rapidez teremos:
ginh £ sinh &
tanh &; + tanh & cosher T coshies

1 + tanh&, tanh &, shoh 1 sinh G2
+ ‘fl (E}—' 1+ cosh£y cosh &

3 = tanh & =

sinh £; cosh£s+sinh £5 cosh gy r
cosh £1 cosh &y h‘-lllll(‘f] T+ ‘SE)

— Cosh&icoshéstsinh &psinhfy ffﬂﬁh({fl 4 ‘fl) — t'ﬁ’nh(f_l + ‘Sl)

cosh £1 cosh&a

— @ (5.18)

e vemos portanto que a rapidez é aditiva sob transformacodes de Lorentz
paralelas.




6 Sistemas de referéncia



Cinematica Relativistica Sistemas

Consideraremos processos onde ha a colisdao de duas particulas a e b com
respectivos quadrimomentos:

Py = (Eq:Pa) Py, = (Ey. pp) (6.1)
Na descricao destes processos os sistemas de referéncia mais utilizados sao:
_A
7= -5 P =0
L
@ >< J @ @
Sistema do centro de massa Sistema do alvo

Sistema do feixe

Sistema do feixe de colisao



Cinematica Relativistica Sistemas

Além destes, utilizamos também com frequéncia, o sistema do laboratorio;
aquele no qual sao feitas as medidas.
Em experimentos de alvo fixo o
sistema do laboratério coincide
com o sistema do alvo.

Nos experimentos de anéis de
colisdao, onde feixes de particulas
idénticas colidem em direcoes
opostas, o sistema do laboratoério
coincide com o sistema do centro
de massa. plab

Sistema do laboratoério



Cinematica Relativistica Transformacoes: LAB — CM

Escolhendo o eixo z como a direcao do movimento, os quadrimomentos das
particulas, em relacao ao CM, podem ser escritos como:

Py = (E;.0.0.pg) Py = (E,0.0,—p,) (6.2)
e em relacdo ao LAB:
Pfab (Efab 0 0. pfab) Pfab _ (mb:(}:or 0) (6.3)

assim as transformacoes de Lorentz do LAB para o CM se escrevem:

lab Iab
B = Gen (B (Cepi”) »
-t

1= a,b



Cinematica Relativistica Transformacoes: LAB — CM

Mas com relagdo ao CM p “+ p,” = 0. Portanto teremos:

Yem (pimf:r o _)} Eimﬁr) Yem (pb i‘*mEimb} U

:} Yem [[pﬂw + plb — B (E'!”“{’ + B )] =0

}“‘H—p"’*

Definamos agora a quantidade:

Vs =[(Pu+Py) - (Pu+ Py (6.6)

chamada de massa invariante do processo. Notemos que se trata realmente
de uma grandeza invariante, uma vez que depende somente do produto dos
quadrimomentos, que como visto no exercicio 4.1 é invariante.



Cinematica Relativistica Transformacoes: LAB — CM

Abrindo a expressao de (6.6) obtemos:
VA= [(Bat B — (Gt )] = [(mara + mi)? ~Q+ D (67)

notemos, entretanto, que o ultimo termo diz respeito a:

Ph - —r - = -
2 7o\ 1P + Dol 1* = ||al1* + 156/ 1* + 2| Fal| - |15s]| cos
s . B (6.8)
1S, P + Pill* = (my ';sﬂ,i’iljz + (‘m..b*;sbﬁb)‘l +2E,E,3,3, cos

Da
e dessa forma (6.7) se “reduz” a:
_ )2 )2y 3 )2 3.2 3 3 cos ]2
\/E [(m'-':ﬁ’.-r,) + (?nﬁﬁ]’b) +2E,Ey — (m-u’]“a-d:l) - (m-'bﬁ]’b-db) — 2E,Ey5,0p cos H]

Vs = [(?]”]‘.-{M(l — 8% + (myye*(1 — 87) + 2E,Ey(1 — 3,8, cos 5’)] /2 (6.9)

7" ET



Cinematica Relativistica Transformacoes: LAB — CM

simplificando os termos chegamos, finalmente, a:
Vs = [mﬁ + mﬁ + 2B Ey(1 — 3,0 cos 6’)] L2 (6-10)

Pela definicdo de massa invariante feita em (6.6), temos que para o LAB
(com b em repouso) e para o CM:

V5 = (B +my)? — (p0)?]!/2
VERG
aplicando as T.L. (6.4) aos termos & direita da expressdo anterior temos:
e (B + m, — Gt

substituindo agora o valor de . calculado em (6.5) obtemos:

Lty
V5 = Yem (Eﬁw +my — Lpﬂw) (6.12)

lab
Ejab +my

(6.11)

A laaly fa linh _ P
\/g = Yem (Eu, -k cmp,-l ) + Tem (”11} — -jrrm ) U)



Cinematica Relativistica Transformacoes: LAB — CM

isolando y,, ficamos com:

NG (E"i“"*{Jr + 1my) s (Elb 4+ my)

fem — —

(Elab 4 my)” — (plab)? 8

=

Tendo calculado os valores de B, e y. podemos por fim expressar as
energias e momentos (das particulas a e b) no referencial do CM em funcao
dos valores medidos no referencial do LAB.

. m24myEld . my(my + E)
E, = By =
(6.14)
. ”,l_bphlb ?n.-bphm




Cinematica Relativistica Transformacoes: LAB — CM

Exercicios

6.1 Verifique as equagoes (6.14) por mera substituicio das expressoes
(6.13) e (6.5) nas equagoes (6.4).  (pura algebra)



Cinematica Relativistica Funcao cinematica

Definimos a funcdo cinemdtica como:
Mz, y, 2) = (x —y — 2)* — dyz (6.15)
Formas absolutamente equivalentes a expressao acima sao:

Mz,y,z) = 2* +y* + 2° — 20y — 2yz — 22z

. . (6.16)
N,y 2) = (2 = (VI +v2)?) - (= = (Vi — V2)°)
e para determinados valores dos parametros temos:
Mz, y,y) = x(x — 4y) Mz, y,0) = (x —y)° (6.17)

Exercicios

6.2 Verifique as igualdades expressas em (6.16) e (6.17). (4 algebra)



Cinematica Relativistica Uso de invariantes

Encontremos agora expressoes para as energias e momentos das particulas a
e b, no referencial do CM, em funcao de invariantes.
Primeiro batizamos a grandeza:

p* = Bz = |15 (6.18)
e sabendo que:
Vs=E:+E;=E + (p” +m2)"/* (6.19)
podemos escrever:
Vs — E: = (E? —m?+md)Y? (6.20)

elevando os dois lados ao quadrado ficamos com:

s — 2v/sET + E-”“2 E*“2 —m? +m?
a i) (1 ‘b




Cinematica Relativistica Uso de invariantes

Substituindo este resultado na equagao (6.19) obtemos:

1 . I‘:_. 2 ]
25— ?Ha + mb — 5

Ej = 5

e W

* ~ . .
Para o momento p° as contas sao um pouco mais longas. Partimos de:

(6.22)

Vs — Ef = (p* +m?)Y? (6.24)

elevando ambos os lados ao quadrado ficamos com:

s—Zf@—k@—p +m?
: 4/_%?(46/—%??1&3 N (-a—m +mb)' —
‘ Y

s N 2Vs
~

N



Cinematica Relativistica Uso de invariantes

Apo6s as simplificagoes ficamos com:

A2 < 2y _ O
2 = ds-mj + (s +my) — m; (6.25)
4s
abrindo o termo ao quadrado obtemos:
quadrado do 1° —2x12x2° quadrado do 2°
A A .
2>, " 2 202 6 o 2\ 22
o —dsmy 4 5%+ 25 -my + (mi)” — 2m; (s +my) + (m)
i =
; ds
7 2
}"('53 mu.amb)

; 02 = s+ (m2)? + (mi)? — 2sm2 — 2smj — Q??I‘.ﬁplb

4ds
N I




Cinematica Relativistica Uso de invariantes

Para expressar energia e momento (no referencial do LAB) em funcao de
invariantes, partamos da expressao (6.10) da massa invariante escrita para

o LAB:
s =m2 +mi + 2m Bl :} - (6.27)

J4 o momento, sabemos que pode ser escrito como:

. (5 —m?2 —m?)? 1/2
lab ¢ prlab? av1/2 |8 — Ty my) 9
= (E"™ —m;)'" = 5 —m;
4my

a

- 3 4 1/2
plab — (s =m2 —mi)* —dmimj
“ dm?

}-.s,f.r7r1"a m?
(5, mg. )

(6.28)



7 Decaimento de particulas



Cinematica Relativistica Decaimento em 2 corpos

Consideraremos o caso de uma particula de massa m, e quadrimomento P,
decaindo em duas particulas de quadrimomentos P, e P,.

RJ: — (Eu,: ;5:'1,) (7 1)

P, = (E,p1) Po= (Eap»)

No sistema fixo & particula a (sistema do feixe e também sistema CM) os
quadrimomentos sao dados por:

P = (mm f_j) Py = (E}, py) Py = (E5,py) (7.2)

Pela conservacao da energia e do momento temos, respectivamente, que:
me = E7 + E5
7.3

—+ —E %
Pi =-Ps =D

da segunda igualdade obtemos podemos encontrar a seguinte relacao:



Cinematica Relativistica Decaimento em 2 corpos

Py ||2 = |[py ||‘2 E$2 — ???f — —|— m__g = ()

= .

Substituindo agora este resultado na equacdo derivada da conservacdo da
energia obtemos:

1

7 / a5

me = E7 + (E*{ —mi + mﬁ) g
— 2myE] —I—,E/‘{ /E"{— ml + mz

=

Substituindo novamente este resultado na equacao derivada da conservagcao
da energia podemos encontrar a expressao para F,".




Cinematica Relativistica Decaimento em 2 corpos

2
2m? —m?2 — m? +m?

E$ — L' N '3 —
" 2Mg,
(7.6)
Em seguida podemos calcular o valor de p" através da relagao:
pr=pi=py= (ET"Z — m..sz (7.7)

onde substituimos a expressdo obtida para F," em (7.5), de forma a termos:

(mZ +m? —mj)? NE
p=é= _ i 1 2 . m‘;"
— —L 2
dm?2

quadrado do 1° —2x12x22 quadrado do 22

5 4
\ -

N g \ r—H
:> bt — (m2)% +2m2m? + (m?)? — 2m2(m2 +m?) + (m2)? — dm2m?
4m?




Cinematica Relativistica Decaimento em 2 corpos

fazendo a distributiva e pondo os termos em evidéncia chegamos a:

5 5 5
)‘(ma,: mq, m2)
/ A
1
m2)? + (m2)? + (m2)? — 2m2m? — 2m2m? — ?m@ 2
px — i) 1 2 | ol T 177%2
2m,

e por fim escrevemos sinteticamente que:

T(m2 2 2
Az(mz,mi,m3)

p*=pi =p;= o (7.8)
[T



Cinematica Relativistica Decaimento em 3 corpos

Analogamente ao caso anterior, teremos agora uma particula de massa m, e
quadrimomento P, decaindo em trés particulas de quadrimomentos P, P,,
18

RJ: — (Eflz ;ﬁ':'l) (7 9)

Py = (Eyp1) Py=(FEypy) Py=(Fsp3)

Notemos que pela conservacao da energia e do momento temos também a
conservacao do quadrimomento:

E,=FE+ E>+ Ej
—> P, =P +P+P; & L0
Pa = D1+ P2+ D3

Definindo agora as seguintes grandezas:
P, = P,+ P,

(7.1l
8ij = Pé‘ = (Pi + Pj) ' (Pt' + PJ’)



Cinematica Relativistica Decaimento em 3 corpos

vemos que valem as seguintes igualdades:
512 = 81 = (P + P)* = (Pu — Py’
s03 = 832 = (Py+ P3)* = (P, — P1)° (12
s31 = 813 = (P3 + PI)Q = (Po — PQ)Q

ainda que fortuitamente podemos escrever o tensor simétrico §;; COMO:

S11 821 831 dm (P + Py)? (Py+ Py)?
= | Sa1 Sy S3 | = | (Pi+Py)? 4mj (Py+ P»)? (7.13)
S31 S32 833 (Ps+ P1)* (Ps+ Py)? dm3

Das expressoes de (7.12) vemos que:

3
812 1 823 1 S31 = Z[(Eﬂ — E;)* — ||[pa — 3]’ (7.14)

i=1



Cinematica Relativistica Decaimento em 3 corpos

Que equivale exatamente a:

3
S12 1+ S23 + 831 = Z[(EE — 2E.E; + Ef) - (I?i + I?f — 2pap; cos 5'1‘)] (7-15)

i=1

onde 6, é o angulo que p, forma com p,. Arranjando os termos de (7.15) de
forma mais conveniente temos:

3

§12 + 823 + 831 = Z[(Eﬁ —p2) + (B} — p?) — 2E,E; + 2ppicost;)] (7.16)
e
Mg m;

Por fim abrindo a somatoéria teremos:

B Pa

819+ 823+831 = 3mi+mi+ms+m;—2E (B, +Ey+E3)+2p,(py cos 0,4-p, cos y4+ps cos 0)

onde identificamos os termos E_ e p , lembrando que p, cosf, é simplesmente
a projecao de p, na diregao de p,.



Cinematica Relativistica Decaimento em 3 corpos

Como devemos ter a conservagao
do momento tanto na direcao de
p, quanto na direcdo transversa,

valem as igualdades:

Pa = P1 COS B + pycos bty + pscosly

Py sin ] + posinfly + pysindy =0

Portanto a expressao anterior se reduz a

S1o 4 So3 + 831 = 3m2 +mi +mj +mi — 2(E? — p?)

No sistema do CM teremos que:
P, = (mm ﬁ) (7.18)




Cinematica Relativistica Decaimento em 3 corpos

dessa forma a grandeza s,, se escreve:
U
* w2 %32 — —rge 12
s10= (P = P5)* = (ma — E3)* — ||5— s |

2 2 2 2 2
—> si=m) —2m.F; + B3’ —py ==> s12=m, — 2m.E; +mj
>
g

e isolando E," na ultima equagdo obtemos:

fary

(7.19)

Utilizando um raciocinio anélogo, obteriamos para E," e E,":

( ) 7 (7.20)



Cinematica Relativistica Decaimento em 3 corpos

Para calcularmos os momentos das particulas 1,2 e 3 no CM partiremos de:

2 2 :
E" —p” = m.f

2 2 o 2 _ a2
(m; +m3 — s12)° — dm;m;
1m2
dm?

py- = E5" — m..é =

abrindo o quadrado da expressao acima ficamos com:

quadrado do 1° —2x12x22 quadrado do 22
i i a il 2 e
. m2)? + 2mim? + nrzl_?} —2(m? + m?)syo + s2, — AmZm?
p:&l‘ _ i ' YA 3 (el 3 12 a3
! 4m?

rearranjando os termos e fazendo as simplificacoes chegamos a:

A(mg, mi, m3)

-t s 5 N
Pt — (m2)? + (m?)? + 52, — 2m2m2 — 2m2s15 — 2m2s1o
’ dm?




Cinematica Relativistica Decaimento em 3 corpos

onde mais uma vez identificamos a funcao cinematica. Por fim temos que:

Az (m?,

m3 512)

s = 721
Ps = 2m, ( )
de forma anéloga obteriamos para p,” e p,":
N )sz(m m?, sy3) . )sz(m ma, ss;) 7 99
P1= 2my, P2 = 2my, ( : )
Exercicios
7.1 Verifique os pares de equagoes de (7.20) e (7.22). (proceda da

mesma forma utilizada para E," e p,")



Cinematica Relativistica Referencial r

Consideremos agora um referencial r localizado no centro de massa das
particulas 2 e 3.



